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NPEATOBOP

30upKa ce cacToju U3 J1Ba Jena. Y IPBOM JIENy Cy JaTe:
- IPaKTHYHE OIIITE IPEHopyKe Koje, TI0 MOM MHUIIUBEHY, MOTY TIOMONH y pelllaBamy 3aJaTaka,
- KpaTak MMpUKa3 TEOpHje rpelraka Mepema,
- KpaTak Tperjiei TeopHuje, HEONMXOJHE 3a pellaBambe 3aJaTaka, M3 00JacTH Koje oOyxBara
30upka,
- IPUKa3 HEKNX MaTeMaTHYKHX peliaiyja,

Ipernen Teopuje rpeliaka je OaT 3aTo INTO MOCTOjU TEHICHIHMja Ja CE y HApEeIHOM
HEepUOAY OJf YYCHHKA, Ha BHIIUM HHMBOMMAa TaKMHYCHAa, TPAXH PEIIABAHE jeJHOCTABHUjUX
EKCIIEPUMEHTAIHUX TIpobiieMa (MUCAOHHX M peanHux). To je HeomXoaHO 300T JIOIIHNX pe3ynaTara
KOje HAallM TNPEACTaBHULM IIOKa3yjy IIpH pellaBamkby CKCICPUMEHTANHUX 3ajaTaka Ha
MeljyHapoTHUM TaKMUYCHHMA.

Y okBHpy mperiena Teopuje, y 0ONMKy HalloMeHa, rocie Hajeeher Opoja Tema, nar je HU3
NPaKTHYHHUX CaBeTa 3a PEIlaBambe 33/1aTaKa, KOjU 110 MOM MHUIILJbEEHY MOTY OUTH O KOPUCTH.

Hpyru neo 30upke cagpku 3aJaTKe ca pememnMma. 30mpka caapku Hajehm Opoj
mpobieMa Koju cy y mepuony on mkoicke 1989/90. mo mxoncke 1994/95. rogune 3amaBanu Ha
TaKMHYCHUMa U3 (QH3MKE yYCHHMKA CPEIbUX IIKoJa y JyrociaBHju, OJHOCHO Ha ONIITHHCKHM,
peruoHamHUM (TPaICKUM) W pemyOnnukuM TakMudewuMma y PenmyOmmmm CpOuju, kao u Ha
CaBE3HUM TaKMHUUYCHHMA.

30upka calapK 3aJaTKe BPJIO Pa3IMYMTe TEXHHE. TeXHHA 33JaTKa je NPBEHCTBEHO
oJpelieHa HUBOOM TakMHYEHa M OpojeM IOeHa KOje je peliaBayy JOHOCHJIO HCIIPABHO PELICHE
3a/laTKa, a KOjU je HaBelICeH II0CNIe TeKCTa CBAaKOr 3ajaTka. Ha CBakOoM HHMBOY TaKMHYCHA
MOCTaBJhAHO j€ MO IET 3aJaraka, ca YKymHuM OpojeM moeHa 100, Tako nIa 3amaly MpOCEYHE
TEeXKHHE, 3a 0JroBapajyiin HUBO TakMH4eHa, Hoce 20 moeHa. 3ajaly Cy MOpelaHy 10 ToANHAMA
Ha KOje ce O/THOCEe U HUBOMMA TAKMHYCHA, 071 HAjIIaKIICT, OIIITHHCKOT, 10 HajTEXeT, CABE3HOT.

3ajaTke Ha OBMM TakMHYCHUMa (y IajbeM TEKCTYy OPUTHHAJIHH 3aalii) Y HAaBEICHOM
nepuody je mpunpemaino Bume on 30 ocoba, ca HeycarialmleHUM OpUCTYIOM (HhOpMyIaluju U
pelaBamy 3a1aTaka. MHOTH 3aalld y OPUTHHATHUM Bep3HjaMa HUCY HajOoJbe, a TIOHEeKaa cy U
cacBuM Jome (opmynrcand. OpuUrkHaiIHa pelieka, Tj. pellerma oaroBapajyhiux TakMH4apcKux
KOMHCH]a, TIOHeKaJ HUCY Omia Hajoosba, a JelaBaio ce Ja ¢y M cacBUM morpeirHa. Ha mHore
OBAaKBE HEJIOCTATKE CYy YKa3MBAIU yYCHHIM U HMXOBH HACTABHHULM. 3a OBE MpOIYCTE Ce, Mopex
ayTopa M peleH3eHaTa 3ajaraka, oceliaM W caM OArOBOPHHM Kao mpeaceqHuk Kommucuje 3a
TakMuuema JpymrBa ¢pusnuapa Cpouje y Behem neny HaBeneHor mepuona (1990-1992) u 1995.
TOJIMHE.

300r cBera HaBeleHOT, Hajehu Opoj 3amaTaka je Mame WM BHUIIE MpedOpMYIHCaH.
3amanu cy (GOpMyJIHCaHH TaKo Kako OM mx ja (opMyimcao y TpeHyTKy nmcama 36upke. Ilpu
TOME caM Ce TPYIHO Ja ce 33K OCHOBHA HJIeja OPUTHHAITHOT 33/1aTKa, Tj. [a 3a[[aTak pa3Marpa
ucre (pU3MYKe Mpolece Kao BeroBa OpUruHaIHa BEp3uja.

Kon 3amaraka KOox KOjHX je IIOCTOja0 HeCcKiIaa u3Melly MOCTaBKe W peliema y
OpUTHHAIIHO] BEp3WjH, HACTOja0 caM [a BHIIE MEHhaM TeCT 3aiaTka W IPWIAroguM ra
OPHUTHHAIIHOM pelleiy, Ja OM ce OdyBana NMpeTHOCTaB/beHA TEXKMHA 3aJaTKa H3paXeHa Kpo3
6onoBe. Kpo3 HamomeHe mocjie OBakBHX 3ajaTaka Hajuemrfie je Jaro M KOMIUIETHO pelICHe
OpUTHHAJIHE IOCTaBKe 3ajaTka. Ilopea HaBeIEHOr, Kpo3 HAllOMEHe MOcjie MHOTHX 3a]aTaka
HACTOjao caM Jia MCTaKHEM HeKe MOyKe Koje ce MOry m3ByliM W3 3ajaTka, yKakeM Ha moryhe
BapHjaHTe CIMYHHX 33/1aTaKa, PeLINM 3a/laTak Ha BUIIE 3HAYAjHO PA3IMYMTHX HAYMHA, HCTAKHEM
3HAYajHUjy U3MEHY y 3aaTKy 300T MpHOImKaBama PEATHUM (OCTBAPUBUM) yCIOBUMA H YKAXKEM
Ha YOYCHE IpelIKe y OPUTHHAIHUM MTOCTaBKaMa H peliehuMa 3a1aTaKa.

3amaTke ca TNOjeAMHMX TaKMHUYCHa Y OBOM IIEpPHOAY HHCaM ycmeo cakynmutd. Heke
3a/1aTKe, KOjH Cy OMIM Ha TAKMHYCHHUMA, H30CTaBHO CaM jep 10 MOM MHIIJBEHY He 3aCIyXyjy Aa
Oyly Ha TakKMHYEHHMMa M3 pasiMYUTUX pasiora. Heke ox mUX Huje Omino moryhe mpepagom



JIOBECTH Ha, 10 MOM MHIIIJBEHY, OATOBapajyhu HUBO y3 3agp:KaBarke OCHOBHHX HEja CaIpKaHUX
Y OpPUTHHAIIHO] BEP3UjH.

[omro cy mo mkoncke 1991/92. roamHe Ha CcaBE3HOM TAaKMHYCHY IIOCTOjaje
TaKMHYapcKe Ipylie 1Mo oOJacThMa, a He IO paspeanuma, y 30WpIH Cy AaTH caMo 3aJald W3
TakMU4Yapcke rpyme "MexaHuKa U TepMOAMHAMHKA", KOjU ONroBapajy rpaluBy MpPBOT paspenaa
TUMHAa3Hja.

VY mpuniory cy mate OpojHE BpEIHOCTH Haj3HAYjHUjUX (PU3UYKUX KOHCTAHTH M3 OOIaCTH
¢uzuke xoje 36upka obpahyje.

30upKa je MpBEHCTBEHO HAMEH-EHA YUEHHIMMA KOjU Ce TaKMHYE Yy 3Hamy U3 (H3HKE U
HACTaBHOM 0c00JbY KOje MpUIIpeMa yIeHHUKE 3a TAKMHICHa, alli M OCTaINMa KOjH kele 1oopo aa
caBlIajajy CpeImbeIIKoICKo rpaauBo u3 ¢usuke. ITomTo cy TakKMHYIapcKH 3aJalyl HATIIPOCEUHE
TeXHHE, 30MpKa MoXe OWTH O] KOPHUCTU H 33 HMPHUIIPEMy IPHjEeMHUX HCIHTa HA (aKyJITeTHMa,
Kao W 3a IpHIpeMe MHCMEHHX HCIUTAa U3 ONINTHX KypceBa (H3MKE Ha Ppa3IHIHTHM
(akynTeTuma.

OBOM IPHIMKOM 3aXBaJbyje€M CBHM ayTOpHUMa M PELCH3EHTHMA 3a[aTaKka 3a TAKMHUUCHa,
01l KOjUX Cy MHOTH IIOCTYXHJIH Ka0 OCHOB 3a OBy 30MpKy. AyTOpM MHOTHX 3aJaTaka HHCY
nosHatu. Ca npocropa CP Jyrocnasuje y 0BOM NEpHOIY 3aaTKe Cy CacTaBJbaIH M PEIICH3UPAIIH,
mopen MeHe, u: go1. Jabxan Jlojumnosuh, Ban Bunenosuh, np Cynunna Enesosuh-Xaxuh, mp
Becna IIpoxuh, np Cphan Byksuh, Bragumup MunocasibeBuh, Bragumup Musskosuh, [paran
CrojkoBuhi, mou. 3opan Pamosuh, npod. Anekcannap Cpehkouh, Boja Pamoanosuh, [Iparan
[omapuh, nmpod. Tomucnas [erposuh, mpod. Munan Jammanosuh, mp KXusojun Huxomuh, mp
Munomr Buhuh, [lparan Pepmh u mpod. dparam Kpmuh, cBu ca ®msmukor ¢akynrera y
Beorpany, mp Ilpenpar Mupanosuh u Mp bopko Byjuumh, ca IlpupomHomMaTemaTHYKOT
tdakynrera y [lonropumm, np Mupa [Tonosuh-boxxuh, Muomup Byxmuposuh, 3sorumup banmuh
n Jyman ApcenoBuh, m3 Hucturyra 3a ¢usuky y beorpamy, ap dpaxen Bopkanwh, u3
Huctutyta "Bunua", OnmuBepa lllammh (pohena Urmarosuh), ca CaobpahajHor daxynrera y
Beorpany. CBu cy onum, mopen meHe, Ounu wiaHoBu PemyOnuuke mmu CaBe3He KOMHECHjEe 3a
TakMuuema y nepuony usmehy 1990. m 1995. rogmee, mepuony TakMHuYCHa HAa KOJH C€ OBa
30MpKa OJHOCH. 3a OMIITHHCKO TakMH4ewe IK. 1990/91. rogwHe 3amaTke Cy MpHUIIPEeMatd U
Jby6omup JoBaHoBuh, [parocnas ®@pank u Jbrpana [lerpoBuh, HacTaBHUIN CPEeIHHUX MIKONA Y
Bbeorpany.

MounuM 9rTaone fa npuMende u CyrecTHje maby Ha aapecy: Muho Murposuh, bunesap
ymetHocTH 76/23, 11070 HoBu Beorpan, YHanpen 3axBabyjeM.

Y Beorpany, Muho M. Murposuh
janyapa, 1996. roquae



YOYTCTBO 3A
KOPUYREBE 3bUPKE

- JeanauwHe y yBOJHOM Jeily 30MpKe O3Ha4eHe cy cioBoM "Y' ucmopen Opoja
jeITHaYnHE.

- ¥V 3ajanmma cy HyMepHcaHe caMO jeJHaYMHE Ha KOje ce MO3WMBa Y APYIUM
nenoBuMa 30upke. Hymepanuja oBux jeqHaqmnHa je 3ace0Ha 3a CBaKU 3a1aTak.

- Cnuke y yBOgHOM Jeny 30upke cy Hymepucane. Ciuke y 3ajanuma HHUCY
HyMepHCcaHe, a TIO3UB Ha BUX Ce BPIIM KPO3 OJroBapajyhn TEKCT KOjU Ce OJHOCH Ha
cBaku 3amatak moceOHo ("'cimKa y 34aTKy", CIuKa y pereny', "MpBa ciuka y peneny"
U CIL.).

- Bpojue BpennocTu HajBeher Opoja GpU3NYKMX KOHCTAHTH HUCY JATe Y TEKCTY
3ajarka. IbuxoBe BpemHocTH cy nare Ha Kpajy 30upke, y npuiory "Heke dusmuke
KOHCTaHTe".

- ¥V 3aganuma y KojuMa HHje Apyraddje HarlalieHo, y3eTo je § = 9.81m/ s2.

- Hymepauuja 3agaraxa je usspuiena no memu: X.Y.Z, rae cy: X - peqau 0poj
3amaTka (3a cBaKy roguHy moceOHo), Y - roanHa TakMmudema (ckpaheHo) u Z - HUBO
takmMudewa (O - ommtuHCcko, PT - perronanuo, PII - pemyommyko u C - caBe3HO).



HEKOJIMKO ITPEIIOPYKA
3A PEHIABAIBE 3AJIATAKA

1) Kazga ce y jeHOM MOCTYIIKY peliaBa BHIIE 3a/1aTaka, IPOYUTATH HX MPBO CBE
naxJeuBo. [IpBo perraBatu 3agaTke KOjU U3MIICAA]y JAKIIH IPU IIPBOM YHTAY.

2) V zamanmma u3 pusmke ce pasMarpajy GM3HYKH MPOIIECH, A je 3a HHXOBO
MPaBUJIHO PEIICHE HEOMXOMHO IMO3HABAaWkE (PH3MUKHUX IIpolleca Ha Koje ce 3ajarak
onHOcH, Oe3 003upa Ha TO LITO CE pellaBamke CBOAM HA HU3 MaTeMaTHUKUX OIepalyja,
W n3Boheme eKcrepiuMeHaTa. 300r Tora 3aJaTak Tpeda MmakJbHBO YHTATH CBE IOK He
Oynoy MOTIYHO jacHM CBM (DPM3WYKH TIPOLIECH H CBE II0jaBe KOjH C€ pPa3Marpajy y
3aaTKy.

3) Ipe moueTka pelnaBama 331aTKa jaCHO M U3IBOjSHO, Ha IIOYETKY MPOCTOpPa 3a
peliaBame, 3alUCaTH JAaTe U TpaxxeHe BeauuuHe. [Ipu Tome Tpebda:

- Iopex natux, 3ammcaTé W BPETHOCTH CBHX OCTalMX MOTPEOHHX (HU3HUKHX
BeJMYMHA, OMIIO Ja perraBad Tpeba JAa UX 3Ha HamameT (Hampumep, yOop3ame 3eMIbiHe

m .
Texe g =9.81—), buno na tpeba na ux ysme u3 oarosapajyhux ussopa (Hampumep
S

NIPUIIOKEHNX Tabena).

- [loceOHO NmaXILUBO, U3 YCIIOBA 33/1aTKA, OJPEAUTH U 3alUCATH OHE BEJIMYHHE
KOje HHCY JarTe HH OpPOjHO HH y OIIITHM O3HAaKaMa, ajli Ce HHXOBE BPEIHOCTH MOTY
OJIPEITUTH, WITH OI[CHUTH, U3 TCKCTA 3aJaTKa.

Ipumep 1: Axo ce mocmarpa Kperame Tejla OO 3ayCTaBlbarba, 00aBE3HO
3amucaTH Ja je koHayHa Op3uHa Tema V =0.

Ilpumep 2: Axo je y TEKCTy 3aJaTka pEYCHO Ja je HEKa BEIUYMHA X
3aHeMapJbuBa, 00aBe3Ho 3anucatu X ~0 wmm X = 0.

4) Tlpe u3pauyHaBama OPOjHUX BPEIHOCTH HU3HUYKHX BEMYMHA TIOTPEOHO je:

- CBe BelIMUMHE y MOMEHYTOM 3aIluCy M3pa3uTH y ojAroBapajyhum jequHuiiama
CHU cucrema. Oz 0BOT ce MOXe€ OACTYNUTHU JeAUHO aKO ce U3 JobujeHe omuire Gopmyie
BUAM Jla C€ jeAMHHIIE HEKMX BEJIMYMHA, IMOCJIE yBpIuTaBama y (opmyny, ckpahyjy.
HapaBro, Tama oxrosapajyhe BeawmumHE MOTYy OWTH W3pa’keHEe y IPOHU3BOJEHUM, aJH
WCTUM jeAMHHUIIAMA.

- Ilpedukce jenunuma wmspasutn nomohy oxarosapajyhmx ekcroHenata. Ilpm
TOME ce Ap)KaTH MpaBuiia Ja ce eKCIOHEHT OMpa Tako Ja JeHUMAITHH 3ape3 J0Ja3H u3a



npBe nudpe pasIUuUTe O HyJe, OJHOCHO, CBe OpOjHE BpEIHOCTH MOpajy Outn
sanucane y obnuky a-10", raeje 1<a<10,a u meo 6poj. Mnak, 6pojHa BpeaHOCT ce
HEe NHIIe IOMONy eKcloHeHTa, ako je N==1, a He Mopa ce mHHcaTh y OOJUKY
EKCIIOHEHTa aKo je N==2.

Ilpumep 1. TlpaBWIiHO je HAaMCATHU: t=33ns=3.3-10%s,

a HeTIPaBWITHO j& HAITUCATH: t=33ns=33-10"s.
IlIpumep 1. TlpaBwiHO je HamucaTy: t=0.2MJ =2-10°J,

a HENPaBUJIHO j€ HaITUCATH: t=0.2MJ =0.2-10°J .

5) Kana ron je To Moryhe, CKUIIUpATH jeqaH WK BHIIE [PTEkKa KOjH HIyCTPY)y
cymTHHY 3ajatka. Ha cBUM mpTexuMa, y HIOMEHYyTOM 10oA 3) 3amucy U 'y dopmynama,
pa3MarpaHe (QU3HUYKE BENMYMHE O3HAYUTH jeTHO3HAYHO, a He OM JNOIUIO 10 30pKe y
O3HaKaMa.

6) OnpenuTty KojuM ce (pU3NYKUM 3aKOHHMA [TOTYNABA]Y Pa3MaTpaHy IPOLEeCH
U KOJHM C€ MaTeMaTWYKUM (hopMylamMa W3pakaBajy OBH IMPOIEecH. AKO MOCTOjH BHUIIIE
TakBuX (opmyia, onabpaT OHe Koje TOBe3yjy Mo3HaTe U TpakeHe (PU3UUKE BEINYNHE
Ha HajjeJHOCTaBHHjH HAUHH.

7) PasmucnuTu ma oM Heka yrpoinhiema ONakiiaBajy peliaBame 3amatka. 11o
MpaBUITy, CBaKM 3aJaTak O Tpebaso Aa MMa HarjalleHa cBa ynpolnhema Koja ce cMejy
KOPHUCTHTH, MelyTuMm, on Tora ce moHekama ojacTyna. Hanpumep, y AWHAMHLIM Ce
Hajuemrhe, ako ce HE Harjgacu CYIOPOTHO, IIOApa3yMeBajy KOHCTAaHTHE CHIIE,
HEUCTEIJbMBE HUTH KOj€ CIajajy Teljia, 3aHeMapyjy Mace HHTH W KOTYpOBa, HEKE CHIIC
Tpemwa u cil.

IIpumep: AKxo y 3aaTKy HHje JaT HEKH KOS(DHLM]EHT TPeHa, MM HATJIAICHO
MOCTOjabe TPeHa, HUje MOTPeOHO YONINTaBaTH PElIerkhe TaKo INTO OW ce pa3Marpao
npobiiemM Kana oarosapajyhe tpeme noctoju. Mnak, tpeda Outn naxspuB. Hekana je
OCHOBHU MpoOIeM 3alaTka OCETUTH IOCTOjame¢ HEHAINAlllCHe CHUIe Tpema. laksa
CHUTYyalldja ce Iperno3Haje OecMUCIeHOI Ny JaTHX MOAaTaka y 3aJaTKy 0e3 YKIbyuHBamba
cHJIe Tpewa y pa3MaTpaHu MpooJieM.

Hanomena 1: OBy curyanujy Tpeba pa3aMKOBaTH O] Cliydaja Kaja je pe-1raBay
CHTYpaH Jla Ce pellcke 3aJaTka He MOXKe JoOUTH 6e3 Mo3HaBama HEKe BEIHYHHE KOja
HUje JlaTa y 3a/IaTKy, HUTH Ce MO/Ipa3yMeBa heHO MO3HABAKE O] CTPaHEe pelliaBaya, Kao
HU FhEHO HAllAXeme y MpWiIosuMa. Y TOM CIydajy pe3ynTar Tpeba H3pasuTH Y
GYHKIMjU Te BeAWuYuHE. Y OBOM Cly4ajy ce Hajuemihie paau o joire (GpopMyIncaHOM
3a/1aTKy.



Hanomena 2: Axo peuiaBad He 3Ha OpOjHY BPEIHOCT HEKE BEJMUUHE, KOjy OH
Tpebao 1a nmo3Haje, pesynrar Tpeda u3pa3uTH Kao QYHKIH]y T€ BeJIHIHHE.

8) Ilo mpaBmily ce 3aialld peliaBajy y OIMINTEM OOJHKY, OJHOCHO, H3BOJE CE
bopmyIe y KojiuMa Cy eKCIUTMIUTHO H3paKeHe TPaKeHe MPEeKo MO3HATHX BenuyrnHa. Ha
caMOM Kpajy ce y oBe (opMmylie yBpIITaBajy BPEIHOCTH IO3HATUX BEIHYMHA H
u3padyHaBajy TpaxeHe BenumunHe. OBakBUM IIOCTYIKOM ce m30eraBa ysehaBame
pauyHCKHX Tpelraka 300T 3a0KpyKUBama BPEAHOCTH YCIyTHO OJpe-heHHX BeIMYHHA.
Oy OBOT MpaBHJIa je OTPaBIaHO OJICTYIHTH y CIIydajeBUMa:

- Axo je ¢dopmymna 3a ycmyTHO onpel)eHy BeNIWYHMHY CyBHUIIE KOMIUIMKOBAaHA,
TaKo Jla HEHO H3pauyHaBame 3HATHO II0jeJHOCTaBIbYje 3allUC TpakeHe (QU3MUKe
BEJIMYMHE.

- AKo je pememe 3amaTka MHOTO jeIHOCTaBHHjE€ Kajxa ce y ommTe (Gopmyle
yYBpCTEe OpOjHE BpPEAHOCTH IMO3HATHX (HM3MYKMX BeauuyuHa. To ce Hajuyemhe nemiaBa
Kaga Tpeba pEIIMTH CHUCTEM BUIIE jelHAUYMHA. Y TOM CIy4ajy ce y Qopmye
yBpIITaBajy OpojHe BpemHocTH BenwumHa Yy jenumannama CH cucrema. 360r
JEIHOCTaBHOCTH, yBpIITaBajy ce 0Oe3 jeNHWHHIA, MaKO TO HHje CAaCBUM KOPEKTHO.
Pesynrart, HapaBHO, MOpa OMTH Y 0AroBapajyhoj jeMHUIN UCTOT CUCTEMA.

9) Kana ce mobOuje ommiTe pemieme, MPENOPyUbHBO j& TPOBEPHTH HETOBY
pasymuoct. To je Hajiakie ypaauTy Ha JBa HAYHHA!

- JIMMEH3HOHATHOM IPOBEPOM peniema. 300r Tora je, Mpu H3padyyHaBamby
OpOjHHUX BPEIHOCTH TPAKEHUX BEIMYNHA, HEOIXOIHO Y OIIITH U3pa3 yBPCTHTU OpojHE
BPEJHOCTH ca MepHUM jenauHunama. llocie wu3pauyHaBama OpOjHE BPEIHOCTH,
MaTeMaTH4KUM OIlepaljamMa CpeAuTH H3pa3 3a jJeJUHUIy TpakeHe BeIHYMHE U
NPOBEPUTH Ja N OH OAroBapa MO3HATO] jEAMHHMIM TpakKEHe BEIWYMHE. AKO Cy
nobujere dhopmyne y GpopMu 30HMpa WM pa3irKe BUIIE YWIAHOBA, JOOPO j€ IPOBEPUTH
JEIHAKOCT BUXOBUX JHUMEH3H]a.

- [IpoBepoM BasbaHOCTH pelIeHa HAa YIPOIITEHUM MpoOIeMIMa.

Ipumep: Axo ce y peleme 3a7aTka U3 THHAMUKE, Y KOME Ce y3uma y 003up
MOCTOjabe TPEHha, YBPCTU HYJITA BPEIHOCT CHJIE TPEHA, MOpa Ce JOOHTH UCTH Pe3yTaT
Kao Kajla Ce Pelld CIMYaH MpodJieM ca 3aHEMapUBUM TPEHHEM.

10) Axo cy y 3amatky gate OpojHE BPEIHOCTH MO3HATHX (DU3MUKMX BEIUUYHHA,
pe3ynaTaT Mopa Jia caApxku OpojHe BPEAHOCTH TpaxKeHHX BenauuuHa. OHe ce NuIly ca
CBUM 3HaYajHUM nudpama, y cKiamy ca IpaBWINMa OIMMCAaHUM Y ToriaBibuMa "['permke
Mepemwa ¢pu3nukux BeanyrHa” 1 "TIpaBnia 3a pan ca npuOnmkHUM OpojeBuma”.

11) Ako cy y 3amatky OpojHe BpeAHOCTH (HM3HYKHX BEIHYMHA Jare ca
npunagajyhum rpenikama, pe3ysitat Mopa Ja CaJp Ky U MPOIEHEHe IPEIIKe TPAKESHUX
¢m3nukux BenmumHa. [lpy m3pakaBamy OpOjHMX BpPEIHOCTH W Tpemiaka Tpeba ce



MpUIPKABATH TMPaBHJIA KOja Cy HM3JIOKeHa y moriaripy "['pemke mepema pusmukmx
BeInYuHa".

12) TIpedukcu jenuuuna GU3NUKUX BeIMYMHA OUpajy ce Tako jga ce OpojHa
BpeaHOCT Hayta3u y unrepBaiy ox 0.1 mo 1000.

Ilpumep: bBpojHy BpeIHOCT 2.5-10°m Tpeba HammcaTu momohy mpedukrca
MHKpO, a He momohy mpedrkca MuIH Wi HaHoO, jep je 2.5-10°m=25m, a 25 jey
HaBEJICHOM UHTEpPBAIY.

13) Hakon uzpauyHaBamba OPOjHHX BPEIHOCTU TPAKECHUX (PU3MUYKUX BEIHUYHMHA,
3alUTajTe Ce Ja JM OBE BPEIHOCTH HMMajy CMHCIA, MOXKAAa heTe OTKPHUTH TPEelIKy.
bp3una Tena He Moxe OuTH Beha on Op3uWHE CBETJIIOCTH y BaKyyMy, aTOM HE MOXeE
MMaTH Macy peja BeJIMYMHE MUKPOTrpaMa, YOBEK HE MO)Ke OaIlUTH KaMeH Ha BUCHHY O]l
1000 M, u ca.



10

ITPABUJIA 3A PAJl CA ITPUBJINKHUM BPOJEBUMA

Ako OpojHe BpemHOCTH (GHM3MUYKHAX BEIMYMHA HICY JaTe ca TpelikaMa, Taaa
Mopajy OuTH mpHKasaHe ca oarosapajyhum 6pojem rudapa. bpojaa BpenHoct He Tpedba
Jia CaJp)KH HU MpeMalio HU mpeuine nudapa. JeAHaKo je IOl HeAOBOJbaH U H3JHIIAH
Opoj uudapa.

3navyajHe uudpe OPojHUX BpeIHOCTH (PU3MYKHUX BeJIUYHUHA

VY OpojHOj BpenHOCTH Tpeba MpHKa3aTd cBe 3HayajHe uudpe (CBe CHI'ypHE U
npBa HecurypHa). Jpyrum peumma, nocieama mudpa y O6pojHOj BpeaHocTH Tpeba sia
MMa HCTH peJl BEIMYMHE Kao MPOLeHheHA Ipellika OpojHe BPeAHOCTH.

3Hauajae mHdpe y 6pojHOj BPEOHOCTH Cy cBe Iudpe pasnuuure ox Hyie. Hyme
MoOTy OuTH 3HadajHe nudpe y aBa ciydaja:

a) Axo ce Hanaze namelhy mudapa pazamuuTHX 07 HyJe, Kao Koa OpojeBa 2.304,
30.2, 1.405-10° u c.

0) AKo ce HaJla3e Ha Kpajy aator Opoja, 1a OM O3HAYMIIE PeJ] BEIUYMHE TPEIIKe,

Kao kxox Opojesa 12.200, 10.0, 1.450-10"% u c. Kox 6poja 0.02340 nocnenmwa Hyna
jecte 3HawajHa nudpa, adM OpBe IBE HyJIe HUCY, MOCIEAWIA Cy CaMO HEIOTOIHOT
MaTeMaTH4Kor 3ammca, ¥ Mory ce u3behm mucamem HaBelneHOr Opoja y OOJHKY

2.340-1072.

Ipumep 1. Axo arcoiyTHa TpeliKa Mepermka HAalloHa UMa peJl BEIMYNHE CTOTHX JeI0Ba
Bouita (0.01-0.09V), 6pojHe BpemHOCTH HamOHA Tpeda MICaTH Y OOIUKY:

10.00 V 0.34V 3.20000-10°V .

Ilpumep 1: Ako ancoiyTHa Ipellka Mepema BpeMeHa uMa peJl Benuuune aeceruna (10-
90s), OpojHe BpeAHOCTH BpeMeHa Tpeba mucatu y o0IuKy:

40s 120s 3.520-10%s .

[pn mnmcamy w3padyHaTHX OpOJjHUX BPETHOCTH (HU3MYKHAX BEIHMYMHA, Y
3ajaliMa y KOjUMa HHCYy HaBeJIeHEe TpelIKe T[03HATHUX BelWvrMHa, Tpeda ce
MpUIpXKaBaTH TMpaBWia Koja omoryhasajy mpolieHy Opoja 3HayajHux rudapa
W3paYyyHATHX BEIUYHMHA.
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Kon mehypesynrara uspadyHaBama Tpebda yBeK 3aApKaTu jeaHy Ludpy Buiie
HETO INTO 3aXTeBajy HaBeJeHA NpaBWia, Aa Ou ce m30ernmo yBehaBame rpemke 300T
BHUILIECTPYKOT 3a0KPYKUBAbA.

IIpaBuJiia 3a npoueny 0Opoja 3Hauajuux uudapa

Cabupare u odyzumarse. Y 30upy u pa3numu tpeba 3ampxatu camo Iudpe 10 pena
BEJIMYMHE KOjH UMajy Iudpe CBUX cabupaka.

Ipumepu: 12.432+2.3467+3.23+12.123=30.1317 ~ 30.13
135+12.8—-55.15+76.2-195.545 = —26.695 ~ —27
2.10-10* -1295.2+3.72-10* =2,1-10° ~1295.2 + 37200 = 56904.8 ~ 57000 = 5.70-10"

VY mpBoM mpuMepy HajMamH pej BeMUYUHE nrdapa, KOju ce 10jaBJbyje Y CBUM
cabupnmMa je pea BeTUYWHE CTOTHX JenoBa (nMa ra cabupak 3.23) ma ce U pe3ynrar
3a0Kpy’Kyje Ha CTOTE JIe0Be.

VY apyrom npumMepy HajMambH pell BennunHe nudapa, Koju ce 1ojaBibyje y CBUM
cabupumMa je pen BenmuuHE jemuHuma (MMa ra cabupak 135) ma ce m pesynrar
3a0KpYyKyje Ha jeTUHUIIC.

VY Tpehem npumepy HajMamH pej BeaM4YHHE 1dapa, Koju ce MojaBbyje y CBUM
calupiyMa je peJ BeJIMUYMHE XMibaja (MMa ra IpBU cabupak jep HeMa HyJa u3a 1uugpe
1) ma ce u pe3ynTaT 3a0KpyXKXyje Ha XUsbaze.

Mnuooicere u deserse. Y Ipou3BOly U KOJIUYHUKY YHHHOIIE TpeOa 320KPYKUTH TAKO Ja
caapke WCTH Opoj 3Ha4YajHMX IMdapa Kao YHHHUOI ca HajMamUM OpOjeM TaKBUX
mudapa. Pesynrat ce numie ca uctum Opojem mudapa.
Hpumepu:
3.345-2.34231-12.341 3.34-2.34-12.3
12.4.3401.3.213  12.4-3.40-3.21
Y oBOM mpuMepy HajMame 3HadajHuX nudapa (3) caapxu unHuoI 12.4, ma cBe ocraie
YHHHUOIIE Tpeba 3a0KPYKUTU HA TPH 3HAUajHEe Iudpe, Kao ¥ KOHAYAH Pe3yJITar.
Ako ce ropme u3padyHaBame BpIIM Opeko Mehypesyirata (Opowona wu
WMEHHOIIa), pauyH Tpeba J1a Teue OBaKo:

=0.7103~0.710

3.345-2.34531-12.341  3.345-2.345-12.34 96.795

~ ~0.715.
12.4-3.401-3.213 12.4-3.40-3.21 135.3

Mamemamuuke ¢ynkyuje. ITlpu crTeneHOBamy, KOPEHOBambY, JIOTAPUTMOBAbY,
M3padyHaBamby TPHUTOHOMETPHjCKHX W IPYTHX CTaHAApAHHUX (YHKIMja y pe3yirary
Tpeba 3aap)kaTH UCTH Opoj 3HaYajHUX IH(apa KOJIUKO CaapKH apryMEHT QYHKITH]E.

Tpumepu: 521> = 27.1 2.3° ~ 64 t930.0° = 0.577
V235 ~153 {/156.2 ~ 3.535 In62=4.1
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Hapagno, nmozxpasymesa ce aa 62 Huje npupoaaH O0poj, Hero OpojHa BpeAHOCT (QU3MUKE
BEJIMYMHE, TI03HATA Ca TPEIIKOM KOja je pelia BEIMIHHE jeINHHIILIA.

Ipumep crodcenoe uspasa:

(1.2+19.071)}y3.8 20.3:1.95  39.58

- T~ T~ 2.59.10%~2.6-107%.
5.1-3.009-10 15.3-10* 15.3-10

[Mocnenme 3aokpyxuBame je MmoTpeOHO 300or Tora mro je y Mehypesynraruma
3ap)KaBaHa jeHa IIQpa BUIIE.



OU3NYKE OCHOBE MEXAHUWKE

KNHEMATHUKA

Ilonosicaj mamepujanne mauke

Homoxkaj MaTepujaiHe Tadke y
pocTopy je oapehen:

a) Paoujyc eexmopom T - BEKTOPOM IIO-
ByYeHUM U3 KOOPAWHATHOT  IOYETKa,
BE3aHOI 3a  pedepeHTHO  Teno, JIo
ImocMaTpaHe MaTepujairae Tadke (ci. 1).

0) Koopounamama mamepujanne mauxe X,
Yy W Z, KOje Cy jemHake IpojeKmrjama
pammjyc  BeKTopa Ha  onromapajyhe
KOOPJMHATHE OC€, OJJHOCHO:

X =Ty,
y=ry, YD
z=r,.

[Tpu Tome je:

r=yx®>+y?+z° (YV2)

Iomepame MaTepujajiHe TauKe y MPOCTOPY OIHCY]e Ce:

13

a) [lomepajem AT - pa3nuKoM paaujyc BeKTopa Kpajier (2) u mouetHor (1) monoxaja

MaTepHjaiiHe Tauke (CIL. 2):

AF =T, —T,.

(¥3)

0) Ilpehenum nymem S - ITy>)KUHOM Jella MyTamke KOju Teio mpehe y mocMaTpaHoM

BPEMEHCKOM MHTEpBay.

Kperame MarepujamHe Tauke je onpeleHo:
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x
v |
a) 3axoHom kpemarba - OTHOCHO 3aKOHOM ) g
MPOMEHE Pajiijyc BEKTOpa ca BPEMEHOM, ! §
KOjU CE€ MOXEe TMpPEICTaBUTH jEJIHOM !
BEKTOPCKOM jETHAUNHOM: =
2)
r=r(t), (Y4)
. v
WK TPH CKaJapHe jeHAYHHE: Koopypa i 5
IIo4YeTak
X = x(t), Co. 2.
y=y(t), (¥5)
z=1(t).
0) 3axonom nyma - 3aBucHomhy npeheHor myTa o1 BpeMeHa, OJHOCHO jeTHAYHHOM:
s=st), (V6)

TIpu YeMy Mopa OWTH MO3HAT OOJHK ITyTamke W Tauka Ha EHOj O] Koje ce Mepu npehern

yT.
VBek je S |AF| . 3HaK jeTHAKOCTH Ba)KH 3a MPABOJIHMHH]CKO KPETAmkE CTATHO Y

HCTOM CMepy.

bp3una Mamepuiafme mavykKe

Cpeorwa Op3una MaTepujajHe Tauke y BPEeMEHCKOM HHTepBamy At=t, —t;

HU3HOCH:

_ AFT L,—1 _ AL+ AL + ARG+ AT
V,=—=-2—1_ omwocho V,=—1——2_"3 noovY7)
At ot -t Aty + Aty + Atg +...+ AL,

rae ¢y An,Al,,Af;,... Af, moMmepaju MaTepHjajHe TauKe y BPEMEHCKHM HHTepBaInMa

Ay, Aty, Ats,... AL, .

Cpeowa 6p3una npenadiceroa nyma MaTepHjalHE Tauke y BPEMEHCKOM WHTEpBaIy
At =t, —1; usHoCH:

S S, +Sy .t S, ¥8)
Aty + Aty + At +...+ At

r _ S /

Vgr = E , OIHOCHO VSr
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rae cy Sy,Sy,Ss,---,Sy NPeheHu myTeBr MaTepujaiHe Tauke y BpEMEHCKMM MHTEPBAIMMA
Aty, Aty, Aty,... AL, .
VBek je Vi 2 |Vy|. 3HaK jenHaKoCTH Baxy 3a MPABONMHM]CKO KPETARhe CTAIHO Y

HCTOM CMepYy.

TpenyTHa Op3vHa MarepujajiHe Tauyke, WM KPaTKo - Op3uHa V, jeJHaka je
Cpenmoj Op3MHM MaTepHjajHe Tauke y OeCKOHAYHO MajoM BPEMEHCKOM HHTEPBAIY.
IlpaBay u cMep cpenwme Op3uHE Cy HCTH Kao IpaBal U cMep momepaja. IIpasan
TpeHyTHe Op3HMHE je jeJHaK MpaBIly TAHT€HTE Ha IyTamy, a CMEp je Y CMepy KpeTamba
(cm. 2). TpenytHe Op3uHe, neduHECAHE TOMONY ITOMepaja U IyTa Cy jeTHaKe.

Yopzarwe mamepujanne mauxe

Cpeore ybpsarme MaTepHjajHe Tadke y BPEMEHCKOM HHTepBaly At=t, —t;
HN3HOCH:
NV, -V,
Ay =——=
At -t

: ¥9)

rae je AV =V, —V; mpoMmeHa Op3uHE MaTepHjajHe Tauke Y HOCMAaTPaHOM BPEMEHCKOM

UHTEpBay.
TpeHyTHO yOp3ame MaTepHjajHe Tauke, WIH KPaTko - yop3arse @, jeqHaKo je
cpenmeM yOp3amy MaTepHjaiHe Tauke y 06CKOHAauHO MaJloM BPEMEHCKOM MHTEPBAIy.

Penamusnocm kpemama

Heka ce npyrum pedepeHTHH cucCTeM
(OX'y'2") xpehe y ommocy ma mpeu (OXyz)
TpaHCHaTOpHO  Op3uHOM  V,;  (mpeHoCcHa
Op3uHa). Ako je Op3uHa Tema y TPBOM
pedepentHOM cuctemy V; (amcoiyTHa Op3uHa),
a y JOpyroM pedepeHTHOM cucteMy V,
(pemaTuBHa Op3uHA), Tazxa je (BUAM ci. 3):




16

Bp3una Tena aBa y OXHOCY Ha
TeJIo jenaH V,, u Op3uHa Tena jenaH y

OJHOCY Ha Teno 1Ba Vi, (BHIM ci. 4)

TIOBE3aHE CY PeJIAINjOM: -

P2y
_. — 2

Yy
Heka ce mpyrum pedepeHTHH Con. 4.
cucreM kpehe y oaHOCy Ha MpBHU
TPaHCIATOPHO yOp3amem a

(mperocHO yOp3ame). 3a mIycTpannjy 0N MOTJa IMOCTYKUTH CIHKa aHAJOTHA Cil. 4, y
K0joj cy Op3uHE 3aMemeHe yop3amuma. AKo je yOp3ame Tena y npBoM pedepeHTHOM
cucreMy &, (amcoiyTHO yOp3ame), a y IpyroM pedepeHTHOM cHcTeMy 8, (pelaTHBHO

yOp3ame), Tana je:
Tpeba narimacutu aa jennaunue (Y10) u (V12) Bake 3a TpaHCIaTOpPHA KpeTamba

JIpyror pe)epeHTHOT CUCTEMa y OJHOCY Ha IPBHU. Y Clly4ajy IPOU3BOJEHOT KpeTama,
onroBapajyhe penamnuje cy cloxeHuje.

Kunemamuka pagnomepHo npagosuHujcKoz Kpemarba

[Ipu paBHOMEpHO HpaBONMHUjCKOM KpeTawy je a=0 u V =const. Bekropcka
jeIHaYMHA KpeTama MMa O0JIHK:

r=ry+Vvt, Y13)
a CKaJIapHe jeIHa4YnHe 00JIHUK:

X=Xg+V,t, Y =Yo+Vyt, Z=127y+V,t, (V14)
raecy Vy,Vy,V, onrosapajyhe komrnoneHnTe Op3uHe. 3aKOH ITyTa OBOT KpeTarba IIacH:
S=5,+W. (Y15)

BenmnunHe 03HaueHE HHICKCOM HYJIa OJHOCE Ce Ha modYeTHH TpeHyTak m = 0.

HajjennocraBHMjM OONIMK TOpHE jeqHAYMHE MMajy ako je mpasal X - oce Y
npaBLy MyTame, CMEpP y CMepy KpeTama, a IOYCTHH I0JI0KAj MaTepUjajHe TauyKe
oJroBapa KOOPIMHATHOM IIOYETKY M MOYETHO]j TaykH npelenor myrta. Taga ce kpetame
MOJKE OIKCATH jeTHAYNHAMA:
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X=Wwt YV16)
s=Mt. V17
Hanomena: 3axoHn myta, oxHocHo jemHaumHe (Y15) m (Y17), Baxe 3a cBa

paBHOMEpHa KpeTama MaTepHjaiHe Tauke, 0e3 003upa Ha 00NHK IMyTame, OOHOCHO, U 33
KPHBOJIMHH]jCKA KPETamba.

Kunemamuxa pagnomepHo yop3ano2 npagouHujcKo2 Kpemarba

Ipu paBHOMEpHO YOP3aHOM MPABOIMHHU]CKOM KpeTamy je a = Const , a Gp3una
MaTepHjajHe TauKe ce JIMHEeapHO MEHha Ca BPEMEHOM, OJHOCHO:

V=V, +at, (V18)
Kao 1 lb€HE KOMIIOHCHTE
Vy, =Vox +ayt, Vy =Voy +ayt, V, =Vy, +a,t. (¥Y19)
[Tpu Tome je:

V= Vi VgV (¥20)

Bekropcka jegHadrHa OBOT KpeTama MMa O0JIHK:

F:F0+\70t+%ét2, (Y21)
a CKaJlapHe jeJIHauYnHe O0JIUK:
1 .o 1 .2
1 .o
Z =17y +Vp,t +Eazt , (¥22)

rae ¢y ay,day,a, oiaroeapajyhe kommoHeHTte ybpsama, a Vo,,Voy,Vo, OArosapajyhe

KOMITOHEHTE MoYeTHE Op3HuHE.
3aKoH ITyTa OBOI' KpeTama, y Cly4ajy Kaja ModeTHa Op3uHa W yOp3ame HMajy
HCTH CMep, TIACH:

s=50+v0t+%at2, (V23)
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AKo je mpasary X - oce y IpaBlly ITyTame, CMEp y CMepy KpeTama, MOYETHH
MOJIOXKA] MaTepHjajHe TadyKe OAroBapa KOOPIWHATHOM IIOYETKY W IIOYETHOj TadKH
npeheHor myTa U ako cy yOp3ame u IoYeTHa Op3MHa y cMepy X - oce, KpeTame ce
MOJKE OITUCATH jeTHAYNHAMA:

V=V, +at, (V24)
1 o
X =Vl + Eat , (V25)
1 o>
S =Vt + Eat , (V26)
vZ =V + 2as. (Y27)

Hanomena 1: Crnobonman maj je cioOOAHO KpeTame Tena, 0e3 Besa, (BHIM
naparpa¢ "Bese") kpo3 BakyyM y mosby 3eMJbHHE TeXe, ca MM 0e3 rmodeTHe Op3uHe.
Kperame ce MOke OnmcaTH jelHAYMHAMA MCTOT THIA Kao IITo ¢y jeanaunne (Y24-27),
caMo IIITO je yop3ame jeHako yop3amy 3eMJbUHE Texe - 2 (Buau jeanaunny (Y 85)).

Hanomena 2: Y cBUM jeqHaunHaMa KOMIIOHEHTE Op3WHEe M yOp3ama MOTy
MMaTH MO3UTHBHE WM HETaTHBHE BPEAHOCTH, INTO 3aBHUCH OJf CMepa OJrosapajyhmx
BekTopa. Ha mpumep, ako je mouetHa Op3uHa y cMepy X - oce, a yOp3ame CynpOoTHOT
cMepa o7 TIOUYeTHE Op3nHE, KPEeTamhe je paBHOMEPHO YCIOPEHO, Ma ce jeanaunHe (Y24-
27) MOTy HaIuCcaTd y OOJIHKY:

vV=yv,+at, (V28)
x=v0t+%at2, (V29)
— +%at2 , (V30)
vZ =VvZ +2as. (Y31)

Mehytum, ako ce kopucre jemHaunmue (Y28-31), 3a yOp3ame Mopajy da ce KOPHCTE
aTiCOyTHE BPEIHOCTH yOp3ama, OHOCHO a8 = |§| >0.

Hanomena 3: Camo 3a paBHOMEPHO YOp3aHO ¥ paBHOMEPHO yCIIOPEHO KpEeTame
je cpeama Op3WHAa y HEKOM BPEMEHCKOM HHTEPBANy YBEK jE[HAKa apUTMETHYKO]
cpeanHu Op3uHA Ha MO4eTKy (V; ) ¥ Ha Kpajy (V, ) TOT MHTEpBaja, OJHOCHO:

Vg > (V32)
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v OCTalIuM
ClIy4ajeBUMa, Ca 3HAmEM A
MaTeMaTuke Koje HuMajy y
yquHuH. MpBOT" paspeja ymax ........ EEERRpp sz .
THMHAa31ja, Cpelby Op3uHy A G Vo
Tpeba padyHaTH mpema » : :
JjenHaunHama (Y6,Y7). S TN 3

Kocu xumay

Jemnaunne KpeTama e Tmax
KOCOI Xula, u36aueHor Yo Cr.5
IIOYETHOM  Op3MHOM Vi,
1o YIIOM ¢y OJHOCY Ha
XOPHU30HTANY, Y KOOPIMHATHOM CHCTEMY Kao Ha CII. 5, uMajy OOJIHUK:

V, =V, =const, (¥33)
vy =Vg, — 0t, (V34)
X =Vo,t, (¥35)

= Lot 36
y=Voyt =29t (¥Y36)

JennauynHa myTame Xulla UMa 00JIUK:

y=-Wy_ 9 y2 (Y37)

MakcumaiHa BUCHHA KOjy XHUTal] JOCTHIHE M BpeMe 3a KOje CTUTHE Y HajBUILY
Ta4yKy U3HOCE!

2
VOy VOy
=—, t=—-. V38

HOMGT KOCOTI" X1lla U BpEeMC 3a KOje XUTall MMPCJICTU LC1y NyTamkby U3HOCC!:

2V, V, 2V
X =%, t2=%- (V39)
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Xopuzonmannu xumay

JeZ[Ha‘H/IHe KpeTarmba XOPHU30HTAJIHOT XHUIiad, n30a4eHOr TOYETHOM 6p31/IHOM VO , Y

KOODJMHATHOM CHCTEMY Kao Ha
CIIALH 6, Ti1ace:

V, =Vg =const  (V40) ’ Cn. 6.
v, =—gt. (V41)
X=Vpt, (V42) Il
l
y=go. o) ’

a jeqHaYMHa [TyTambe O0JHK:

g 2
=——2_x2. (V44
y 27 (Y44)

JloMeT XOpM30HTATHOT XHIa 0a4eHOr ca BHUCHHE X W BPEME ITOocie KOTa XHTall
IaJiHe Ha XOPU30HTAIHY MOJUIOTY, H3HOCE:!

Xmax =Voq| = » b= |— (V45)

Kpemarmwe uspcmoz mena

Tpancnamopno kpemarve je KpeTame IPU KOME cBaka IpaBa mpuuspiuheHa 3a
TEJIO OCTaje MapajiellHa cama cebu y TOKy Kperama. IIpi oBakBOM KpeTamy CBE Tauke
Tela OMHCYjy MyTamke HCTOT OOJIMKa, Tpeia3e HWCTe IyTeBe W MMajy UCTe Op3uHe U
yOp3ama y CBaKOM TPEHYTKYy. 300r Tora je 3a ONHCHBAaEmE TPAHCIATOPHOT KpeTama
YBPCTOI' Tela JOBOJPHO OIMCATH KpETame jelHe IEeroBe Tauke, 3a IITa Ce MOTY
KOPUCTUTH CBE paHHje MOMEHYTE jeJ[HaYMHE KOjuMa Ce OINCY]y KpeTama MaTepHjaliHe
Tauke.
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Pomayuono xpemarve je Kperame NpH KOME CBE TauyKe TeJa ONUCY]y KPYXKHUIIE
KOje JIeKe y TMapalieJHIM paBHAMA W YHjH C€ IEeHTPU Hajla3e Ha jeqHOj HEMOKPETHO]
0CH, TAKO3BAaHO] OCH pOTAIHje.

Kunemamuxa pomayuonoz Kpemarma

[Ipn poTamoHOM KpeTamy CBe Tauke Tella pOTHUPAjy 3a UCTH yrao y oapehenom

BPEMEHCKOM HHTEpBaIy. YTAOHHU IOMepaj, OMHOCHO yeao pomayuje 6 (y pamaijaHuMa)
jecTe BEeKTOp YHjH je HHTCH3UTET:
0=2, (V46) :
r

rae je ¢ myt koju mpehe Omio koja Tauka Tena y
MOCMaTPaHOM  BPEMEHCKOM  WMHTEpBaly, a p
MOJTYTIPEYHHUK KPY>KHHUIIE IO KOjOj KPYXKH IocMaTpaHa
tauka. [IpaBar oBOr BekTOpa je MCTH Kao IpaBall oce
poTaije, a cMep My je y CMepy IOMEepama ISCHOT
3aBPTHA, KOJH POTUPA Y UCTOM CMEpPY Kao Telo (Cit. 7).

Yeaona op3una

Cpeowa yeaona Op3una Tena y BPEMEHCKOM
unTepBany At=t, —t; usHocu:

P
Sr At "
TpeHyTHa yraoHa Op3WHA, WIM KPATKO - yeaowa Opsuna mena @, jelHaKa je
Cpeilb0] yraoHoj Op3uHH y OECKOHAYHO MAaJOM BpPEMEHCKOM HHTepBany. [IpaBail u
cMep yraoHe Op3WHE jeJTHaKU Cy TpaBIly U cMepy yriia poraryje (cir. 7).
Yraona Op3uHa ce MOXE H3Pa3sHTH NpeKo nepuooa T U ppexsenyuje v
POTALIMOHOT KpeTama:

(V47)

o= 2_|_—7T =27v. (Y48)

Jlunujcka (nepugpepna, mamneenyujarna) 6p3una TauKe YBPCTOT Tela Koja ce
Hajla3d Ha yIAJbeHOCTH p O] 0Ce POTALHje H3HOCH:
V=rw. (Y49)

Yeaono yopzarmwe

Cpeome yeaono yopsarse Tena y BpeMEHCKOM HUHTepBaly At =t, —t; u3HOCH:
- Ao @y —@

Gy =—2-D2" @
At t, —t,

rae je A@ =@, —@ TmpoMeHa yraoHe Op3uHE Tella y MOCMAaTPAaHOM BPEMEHCKOM

(V50)

MHTEpPBaIy.
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TpeHyTHO yraoHo yOp3ame, WIH KPAaTKO - yedoHO YOp3arbe o , jeMHAKO je
CpelmbeM yraoHOM yOp3amy y OSCKOHauHO MajloM BPEMEHCKOM HHTepBaily. IIpaBan u
cMep yraoHor yOp3ama jeZJHaKH Cy NpaBlly U CMEpY BEKTOopa IPOMEHe yraoHe Op3uHe.

Kunemamuxa pagnomeprno pomayuonoz Kpemarsa

IIpy paBHOMEPHOM POTALMOHOM KpeTamy je @ =0 u @ =const, a jeanaynna
KpeTama Teja IMa O0JTHK:

0=at. (Vs1)

Kunemamuka pasnomepHno yop3anoz pomayuonoz Kpemaroa

IIpu paBHOMEPHO yOp3aHOM POTALMOHOM KpeTamy je o =const. Bese u3mely
yIJa poTaiuje, yraoHe Op3uHe U yTaoHOT yOp3ama, 1aTe Cy jeqHaYMHaMA!

wo=wy+at, (V52)
1 2
6’=a)0t+§at , (V53)
2 2
o =wj +2a0 . (Y54)
Hanomena: Y O0BUM jeqHauMHaMa je YraoHo yOp3ame IIO3UTHBHO 3a

paBHOMEpHO yOp3aHy, a HETaTUBHO 32 PaBHOMEPHO yCHOpeHy poTarujy. CInYHO Kao
KOJl TPAaHCJIATOPHOT KPETama, 38 PABHOMEPHO YCIIOPEHO KPETAmhE CE MOTY KOPUCTUTH
jeJHaunHe ca 3HaKOM MHUHYC HCIpPEJ YraoHOT yOp3ama, ajli ce TaJa yMeCTO YraoHOT
yOp3ama Mopa KOPUCTHUTH HET0Ba arcoIyTHA BPEIHOCT.

Kpusonunujcko kpemare mamepujanne mauke

KpHuBONHHH]CKO KpPETambe ce MOXKE IIOCMATPaTH é@i’/ ’
Ka0  KpeTame [0  KPYXHHIH  [POMECHJBHBOT LA A
MOJIyNIpeyYHKKa. YOp3ame MaTepHjaiHe TauKe Ce MOXKE O 47 TIy18

Pa3JIOKUTU Ha JIBE KOMIIOHEHTE - TAHTECHIIMjalHO M

HOpMaJHO yop3ame (ci. 8).

a=4, +4,, a=qa’+a’. (V55)

Taneenyujanno yopsarve a, - je KOMIIOHEHTa
yOp3ama y IpaBIly TAHTCHTE Ha MyTamy ca CMEPOM Y
cMepy kperama. OBo yOp3ame Mema MHTEH3UTET Op3HHE Tauke Ia je Hyjla 3a CBa
paBHOMEpHA KpeTama. AKO je HONYNPEeYHWK KPUBHHE ITyTamke Y HEKOj TauKH p, a
yTraoHo yOp3ame « , TAHTCHIIMjATHO YOp3ame TauKe N3HOCH:

-7 Cn.8.
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a=roa. (V56)

Hopmanno (yenmpunemanno) yopsare an (agp) - je KOMIIOHEeHTa yOp3ama y
npaBlly HopMasie Ha myTamy. OBO yOp3ame Memwa mpaBall Op3uHe Tauke, Ia je HyJa 3a
CBa TMPABOJIMHK]CKA KpeTarba. Y CMEPEHO je Ka IEHTPY TPEHYTHE KPYXKHHIIE M0 KOjoj ce
Tayka kpehe u u3HOCH:

a,=ro=—. Y57)

AKo je TaHTeHIHWjaJHAa KOMIIOHEHTa yOp3ama Hylla, OCMAaTPaHO KpeTame je
paBHOMEpHO, a aKO je HOpMaJHa KOMIIOHeHTa yOp3ama Hyla, KpeTame je
MPaBOJIMHU]CKO.

AKO je TaHTEHIHjaJTHO yOp3ame KOHCTAaHTHO, KPETamke je paBHOMEPHO yOp3aHo,
a aKo je HOpMaJHO yOp3ame KOHCTaHTHO, NIPU KOHCTAHTHOM MONYMPEYHHKY MyTame,
KpeTame je paBHOMEPHO KPYXKHO.

Hanomena: 3akonu myrta, onHocHo jeanauwmne (¥Y23), (Y26) u (Y30), xao u
jemnaumnae (Y27) u (Y31) Baxe 3a cBa paBHOMEpPHO yOp3aHa KpeTama MaTepyjaiHe
Tauke, 6e3 003upa Ha OOJNHK MyTame, OJHOCHO M 3a KPHUBOJIMHHjCKA KpeTama. Kana ce
MpUMEHe Ha KPHBOJHMHH)jCKA KpeTama, yOp3ama y OBHM jeJHaYMHAMa MMajy CMHCA0
TaHTCHIMjaJTHUX yOp3amba.



Tabesa 3. Anajoruja n3mel)y TpaHcIaTOPHOT M POTAMOHOT KpeTama

Poraunono IIpenasne
TpaHcnaTOpHO KpeTame
KpeTame thopmye
Ilomepaj AF .z
s=ré
(Tpelern myt c) VYrao porammje 6
Bp3una V VYraona 6p3uHa @ V=ro
a, =ra’
Yop3ame a Vraono yopsame o a, =ro

PaBHOMEpHO KpeTame
s=wt

PaBHOMepHa poTaruja
0=ot

PaBHOMepHO yOp3aHO
KpeTame
V=V, +at

1
s =v0t+§at2

vZ =vZ +2as

PaBHOMepHO yOp3aHa
potarija
w=wy+d

0 = wpt +%at2

* = 0 +2a0

24
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AUNHAMUKA

Qenmagz mace

Pagmjyc BekTOp mLeHTpa Mace CHCTEMa H MaTepHjalHAX Tadaka Maca
my, M,,...M, u paaujyc Bekropa I, T,,...,l, (yKymHe mace M) U3HOCH:

n
Zmif

— — - n
_ mG+m,b +...+mr = 1 -
T, = 11 2°2 n'n _ i=l =_Zmiri' (ysg)
my + M, +...+m, 0 _
i=
2m
=1

JOK Cy KOOpAWHATC LICHTPa Mace:

1\ 1% 1\
Xe :_zmixi , Ye :_Zmixi! 2 :_Zmixi , (¥59)
M= M= M=

VY ciydajy XOMOTEHOT YBpPCTOT Tejla LEHTap Mace ce IOKJama ca IIEHTPOM
cuMeTpHje. AKO TeJo WUMa OCy CHMETpHje, IEHTap Mace JEeKH Ha 10j. Y T0Jby CHIe
3eMJbUHE TEXE LIEHTap Mace ce MOKJIana ca TeKHUIITEM Tena.

Hanpomena:
[MpunukoM onphuBama mosnoxkaja HEHTpa Mace CHUCTeMa MaTepHjalHUX Tadaxa,
KOOPJIMHATHU CHCTEM j€ H00pO MOCTaBUTH Yy jeIHY OJ HHX, a 0CE YCMEPUTH TaKO J1a

mponaze kpo3 mro Behm Opoj mpeoctammx. Ha Taj HaumHaA je HajjeqHOCTaBHH]jEC
OJIPEINTH LIEHTAP Mace W N3PaKeH je HajjeTHOCTAaBHU]OM PEIallljoM.

Momenm unepyuje

MoMeHT uHeplHje MaTepHjaliHe Tadyke Mace M, Ha yIajbeHOCTH I oIl oce
poTaluje, U3HOCHU:

I =mr2. (Y60)

Hcti u3pa3 Bakd W 3a MOMEHTE HHEpIIMje TAHKOT MPCTEHAa W TAHKOT LHIHHAPA Y
OJJHOCY Ha OCy POTAalMOHE cHMeTpuje. Y TOM ciy4ajy ¢y M H I HUXOBE Mace U
MOy IPEUHHIIH.

MoMeHT uHeplHje je aAuTHBHA (U3WYKa BEIMYMHA, Tj. MOMEHT HHeEpIHje
cUCTEeMa Tefa jeJ[HaK je 30Mpy MOMEHATa WHEPIIUje MOjeIUHIX Tea:
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=L+, +13+...+1,. (Yo1)

IlImajneposa meopema: MoOMEHT WMHepHHje Tela y OXHOCY Ha Omio kojy ocy | u
MOMEHT uHepuuje |y Tesa y oJJHOCY Ha OCy IapalielIHy HaBeIeHOj, Koja IPoiasy Kpo3
TEXUILTE TeJla, TOBE3aHU Cy OJHOCOM:

I =1,+md?, (Y62)

rae je d pacrojame usmely oBux oca.

Ta0ena 4. MoMeHTU HHEpPLMje HEKUX XOMOI'€HUX TeJla Mace M

Teno VY onHocy Ha ocy MoMeHT uHepIuje
MarepujaiHa Tauka Ha PacTojarby p O TAuKe mr2
HNIIMHOAP, TAHAK IIPCTCH .
1 71ap, PCTER, 1 b oranmone cnmerpuje mr?
moyymp. ¥
1 o
Baspak, muck . | ==mr
POTAaIOHE CUMETPHjE 2
TOJTyTIPEYHHKA |
2
Kyrna KpO3 LIEHTap KyIJie 5 mr®
TOJTYTIPEYHHKA I po3 1t P Ky
KPO3 CpEeHY IITara i ml 2
Itam gyxwune | po3 €p Y ’ 12
HOPMaJIHy Ha IITam
. 1 2
KpO3 Kpaj ImTarna, —ml
tan nyxune | 3
HOpMaﬂHy Ha mTarn
Hmnync
Wmmmysic (KoJIM9IrHa KpeTamba) MaTepHjaiHe TauKe U3HOCH:
p=mv, (Y63)

a IIMITYJIC CHCTeMa N MaTepHjalHHX Tavyaka, YKymHe Mace M, H3HOCH:
n n
= B =D mv; = M, (V64)
i=1 i=1

rae je V, Op3uHa IIEHTpa Mace CUCTEMA.
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O rpaduukom HaumHy ojipehuBama MMITyJca BUAW TOrjaBibe "Maremarhuke
penammje”, maparpa¢ "['padudaka nHTErpanmja”, Tauka 5.

Hanomena: Tpeba pa3mTuKoBaTH MPETXOAHO ASPUHHUCAHM HMITYJIC Tela Of
UMITyJica CHjle, KOjU je jeAHaK NPOMEHHM HMIyJca Tela Ha Koje Cwia Jenyje y
onpeheHOM BPEMEHCKOM MHTEpBaly. AKO C€ y MCTOM IpobieMy oMUY 00a mojMa,
300r m30eraBama 3a0yHe, 32 UMITYJIC Tella c€ MOHEKaJ KOPHUCTH TEPMUH - KOIUUUHA
Kpemarea.

Momenm umnynca

MoMeHT uMIyJica MaTepHjajiHe Tadyke HMITyJca P, y OIHOCY Ha H3abpaHy
TaduKy, H3HOCH:
L=rxp=mrxv, (Y65)

rae je T paamjyc BEKTOp MaTepujaiiHe TauKe y OJHOCY Ha H3a0paHy TauKy.
MoMeHT uMIysica cucTeMa N MaTepHjaTHUX TayaKka M3HOCH:

n n
p=) Bi=D mv, = M. (V66)
i=1 i=1

MoMeHT uMIyIica Tela Koje poTHpa OKO (PMKCHE 0Ce M3HOCH:
L=lo, ye7)
rae je | MoMeHT uHepuuje Tena y 0THOCY Ha IOMEHYTY OCYy.
O rpadumukoM HaumHy ofpehuBama MOMEHTa HWMITyJICA BHIM IIOTJIABJBE
"Marematunuke penanuje”, naparpa¢ "I'paduuka naTerpanuja’, Tauka 6.
Hanomena: MowmeHT umnysca nedunucan jeqnadnaama (Y65) u (Y66), Mmoxe

Jla ce OJHOCH M Ha TpaHCIATOpHO KpeTame. Ilpu Kperamy MaTepHjanHe Tadke MO
KPY>KHHIIA, MOMEHT HHEpIHje je HajO0oJbe padyHaTH y OJHOCY Ha IICHTAp KPYKHHUIIE.

Momenm cune

Mowmenr cunie F y onHocy Ha mM3abpaHy Tauky U3HOCH:
M=FxF, (Y68)

rae je [T paamjyc BEKTOp HalajHe TadKe CHJIE Yy OJHOCY Ha TIOMEHYTY TadKy.
MHTEeH3UuTET MOMEHTA CHJIE U3HOCH:

M=rF, (V69)
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rae je rp, HOpMaiHa YHa/beHOCT MpaBla
CHJIC O]l OCe POTalldje - TAKO3BAHH KPAK )
cune (Bumu ci1. 9).

Hanomena : TlotpebHO je
HaTJIACHUTH J1a ce 06a MOMEeHTa (MMITyJca 1
cuie) neduHHITY y OJHOCY Ha H3abpaHe
tauke. OBako AeHHHUCAHH MOMEHTH CY
BEKTOpH. MOMEHTH y OJHOCY Ha oce
MIPEJCTaBIbajy TPOjEeKIHje OBHX BEKTOPA
Ha Te 0Ce - OHHU Cy CKanapu. AKO BEKTOPH
koju oapeljyjy Moment (F u P, wm I u

/Q

Y {

Cn. 9.

IE) JeXe y paBHH HOpPMAalHOj] Ha OcCy,
MOMEHT HMa TpaBal Te oOce, Ha je
MpojeKIldja MOMEHTa Ha OCy jeqHaKa
MHTCH3UTETY MOMEHTA.

Peszynmyjyvha cuna u pezyamyjvhu momenm

Axo Ha Teno genyjy cune F,F,F;,...,F, caucrom HanagHOM TaukoM, BHUXOBO

JCJIIOBAKHE CE€ MOXKE 3aMCHUTHU ACJIOBAKBLEM jCZ[He CHJIC - PC3YJITAHTE!
F=F+R+R+.+F=>F, (Y70)
AKO OBe CWJIE JIeNTyjy Ha TeJIO y Pa3IMYUTHM HalaJHUM TadKama, eJI0OBambe UM

ce MOXE 3aMEHUTH [I€jCTBOM IIOMEHYTE pEe3yJITaHTe, KOja H3a3MBa TPaHCIATOPHO
KpeTame U pe3ynTyjyher MoMeHTa cuie, KOji H3a31uBa POTAlMOHO KpeTame:

n
I\7I:I\7Il+l\ﬁl+l\ﬁ3+...+l\ﬁn:Z:I\7Ii y71)
=1

IlIpeu Fbymnoe 3axkon (3akon unepuuje)

AKO je pe3y/ITaHTa CBUX CHWJIA KOje AeIyjy Ha MaTepHjaiHy Tauky HyJla, OHa Ce
kpehe paBHOMEPHO MPABOJMHK]CKU WM MHPYj€, OTHOCHO aKo je

,E:Z;Ei:o, onnaje V =const. (Y72)



29

pyzu Hhymnoe 3axkon

AKO Ha Telo Jenyje BHUIle Cuiia, uhja je pesyiranta F, JIpyru BbyTHOB 3akoH
Ce MOXE HAIMCATH Y OOJTUKY:

F=3F-ma=22. (vV73)

Kana ce omHocH Ha MaTepHjaIHy Tauky Mace M, & je BeHO yOp3ame, a KaJa ce OJHOCH
Ha TEJI0 KOHAYHUX JUMEH3HUja, a je yOp3ame HheroBor IeHTpa Mace.
AKoO je pe3ynTaHTa cujia KOHCTaHTHA, 3aKOH C€ MOKe HAIUCATH Y OOJIHKY:

F="F, (V74)

=5

rae je AP IpoMeHa MMITylIca Yy BPEMEHCKOM HHTepBany At. Ako pesynranrta Huje

KOHCTAaHTHA, HOCHGI[I—L&jCI[Ha‘II/IHa BaykM 3a OECKOHAYHO Malie BPEMCHCKC MHTCPBAJIC.

Hanomena 1: Jlpyrn IbyTHOB 3aKOH y HaBEeJSeHHM OONHIMMAa BaXH CaMoO Y
WHEpILHUjaTHUM CHCTEeMUMa, Y KojuMa Baxku u [1pBu byTHOB 3akoH. [la 6u 3ak0oH BaXHo
y (hopMaIHO UCTOM OOJIHMKY, M 'y HEMHEPIHjAIHIM CHCTEMHUMa, y 30Hp CHila ce MOpajy
YBPCTHTH W HHEpLHjaHE CHie, TOpeA cTBapHHMX (Buam maparpade "HuepuwmjamHe
cune" u "Lentpudyramsa cuma").

Hanomena 2: Tlpn pemaBamy mpobiema KpeTama Buule tena, pyru HbyTHOB
3aKOH Ce MOXKE MPUMEHHUTH Ha KPeTame MOjeANHAYHUX Tela, IpyIa TeNla, WId CHCTeMa
Kao IenrHe. AKO Cy 3a 3aJjaTak BakKHe cuie KojuMma MmelycoOHo nemyjy Tena (Wil cy
MO3HaTe WM Ce Tpaxke), 3aKOH ce MpHUMEHbYje 3a MOojeJUHaYHa Teja Ha Koja Te CHJIe
nenyjy. Ako cuie MeljycoOHOT ienoBama HUCY 3Ha4ajHe, 3aKOH ce NMpHUMEmYje 3a 1eo
cucteM. Taga Maca y 3aKoHY IPEACTaBIba MaCy LICJIOT CHCTEMa, a yOp3ame MPeICTaBIba
yOp3ame meroBor mneHTpa mace. Cuie MehycoOHOT nenoBama ce Tazna IOHHIITABA]Y,
Kao YHYTpallIke CUIIE.

Hanomena 3: AKo cBe cuie Jiee Y je[HO] paBHHU (TIPOCTOPHM IpobieMu ce
n30eraBajy Ha HUBOY CPEIIH-EIIKOICKOT TpaauBa), MoTpeOHo je m3abpaTtu KOOpAWHATHH
CHCTEM Tako Zia X U Y - oca jexe y Toj paBHH. [IpojekroBameM jennauune Jpyror
ByTHOBOT 3aK0HA Ha oce, 1o0uja ce:

ZFX =ma,, ZFy =ma,. Y75)

- Y ciydajy mpaBOJIMHHMJCKOT KpETama, 3TOJHO je jenHy ocy (X) yCMEpUTH y HpaBIly
ybp3ama, a 1pyry (Y) HopManHO Ha yOp3ame, na je Taja ay =a U ay = 0, OJHOCHO:

D F.=ma, > F,=0. (V76)
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- YV ciydajy KpHBOJIMHHUJCKOT KPETama, 3TOJHO j€ jeIHYy OCy YCMEpPUTH Y CMEpy
TaHTEHIINjalTHOT yOp3ama, a IpyTry Yy CMepy HOPMAaTTHOT (IIEHTPHUIIETATHOT) yOp3ama.

- Hekana je moryhe u kpeTama y CTBapHO Pa3jIMYUTHM IIpaBIHMa IIOCMAaTpaTH Kao Aa
ce 0/BMjajy y UCTOM. TakaB je ciay4aj y MpoOjieMHMa ca KOTypadyaMa, Koje Membajy
npaBle HUTH Koje cmajajy tenma. Mehytum, u Ttama je moryhe npumenutrn pyru
IbyTHOB 3aK0H y OONMHMKY Kao Ja ce KpeTame OJABHja 10 jeJHOM mpaBiy. [Ipojekmmje
cuiia u yop3ama Taja ce BpIe Ha "mpaBall KpeTama' W "MpaBanl HOpMaJlaH Ha IpaBail
KpeTama' aHEe HA X U Y - OCy.

Tpehu Ibymnoe 3axon (3axon akyuje u peaxuuje)

Cuie melycoOHOT nenoBama JjBa Telna MMajy MCTH MHTCH3WUTET W IpaBall, ajld
CYIIPOTaH CMep, OJHOCHO:

Fio =—Fy;. (Y77)

Ogaj 3akoH He Baxkd yBeK. OH CTpOro Baxu npu MeljycoOHOM fenoBamy Tena
KOja ce JOAHNPYjY, Kao U yIaJbeHUX Tela K0ja MUPY]y.

Ocnoenu 3akon ounamuxe pomayuje (/Ipyeu lbymnoe 3axkon 3a pomauujy)

AKO Ha TeJo [lenyje BUIIle MOMEHATa CHIIa, Uija je pe3yaTanta M |, Baxu:
M=>M=la. (Y78)

AKo je pe3yaTaHTa MOMEHATa CHJIe KOHCTaHTHA, 3aKOH CE MOXKE HamucaTd My
o0uKy:

- - AL
M:ZMi:E. (79)

rae je AL nmpomeHa MOMEHTa MMITyJica y BpeMEHCKOM MHTepBany At. AKo pesyinTaHTa
HUje KOHCTaHTHa, jenrHaunHa (Y70) Bakn 3a OeCKOHAYHO Majie BpEMEHCKE MHTepBae
(Bumu maparpad "I'paduuxa wuHTerpanmja" y mnornasiby "Heke wmaremarmuke
pemarje").

Hanomena: OBaj 3akoH, kao u [lpyru IbyTHOB 3akoH 3a TpaHciauujy, y
HaBEJCHUM OOJIMINMA, BaXKH CaMO y HHEPLIHjalTHUM peEepeHTHIM CUCTEMHIMA.

Cmamuka

VYcII0BH paBHOTEKE YBPCTOT TENA Tiiace:

Zﬁi:o, D M; =0, (V80)
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rae cy Mi MOMEHTH CHJIa Koje JeIyjy Ha Tello y 00Hocy Ha 6uno kojy mauxy. OHa ce

Ompa Tako na jemHauWHe OyAy IITO jemHOCTaBHHje. PaBHOTeXa Teixa Moxke OWTH:
crabuinHa - aKo ce Iociie Majior u3Bohema M3 paBHOTEXe Telo camo Bpaha y
PaBHOTEKHU TI0JIOKAj, TaOWITHA - aKo ce IMOCie MaJlor M3BOlema M3 paBHOTEKE TEIO
CaMOCTaJIHO yjAajbaBa OJ Iera, W HWHAW(EpPEeHTHAa - aKo TeJ0 HM3BEJCHO Majo W3
PaBHOTEXE 0CTaje Y HOBOM IOJIOKA]y.

Hanomena: Y 3agannma ce Hajdyenihe najy Heke ox cwia u3 jenHaunHa (Y 80),
JIOK je oxpehuBame Apyrux mnpobieM koju Tpeba pemmtH. Taga je oOuuHo HajBehm
npo0yieM OApenuTH KOje CBE CHIIe JAeNyjy Ha Tello, a Y OKBHPY TOra II0CEOHO IpaBle
Tux cuna. [ToceOHO Tpeba BOAMTH padyHa O OofpehUBamy CBHX CHJIa peakldja Be3a
(cuna Tpema ¥ HOpMAaJTHUX peakiyja Be3a - Buau maparpag "Beze").

Huepyujannu u neunepyujainu pedpepenmuu cucmemu

Huepyujannu pepepenmuu cucmemu Cy CHCTEMH y KOjUMa BaKH 3aKOH
UHepIHje, WIM CHCTEMH Yy KOjuMa Tela MHUpyjy Wiu ce kpehy paBHOMEpHO
NPaBOJIMHU]CKU OK HA BUX He AeNyjy Apyra Tejla HEKOM CHIIOM. Y OBHM CHCTEMHMA
JIeNTyjy caMo CTBapHE CHUJIC - CHJIC Kao mocieauiie MeljyCoOHUX eoBama Tea.

Crenm nperiien cuia Koje ce Hajuemnhe cpehy y Mmexanumm.

Beze

Tena xoja orpaHn4aBajy KpeTama JPyTHUX Tella 30BY Ce ge3e. AKO TeJo Aelyje Ha
Besy cuiioM Fy,, Be3a Ha Teno genyje cuiom F,; =—F;,, Koja ce 30Be peakyuja sese.

Peaknuje Bese Mory OMTH TaHTEHIMjallHE M HOpPMalHEe (BHAM NpuMep y mnaparpady
"TexxuHa Tena", mornasiba "I paBuranuja').

Tanzenyujanne peakyuje eese

TanrennujanHe peaxuyje Bese cy cuie Tpewa F, u cuue ornopa cpeaune Fy; .

Oge cwiie UMajy cMep CynpoTaH cMepy penaTiBHe Op3uHe Tena (Op3uHe y OJHOCY Ha
Be3y), I1a ycriopaBsajy Tejia y peepeHTHOM CHCTEMY BE3aHOM 3a BE3y.

Hanomena: Tpeba HariacUTH Aa Yy HEKUM pedepeHTHUM CHCTEMHUMaA CHIIC
Tpewa U OTIOpa CPEeJHHE MOTY UMaTh UCTU cMep Kao Op3une Tena (Buau MWU Haunu
pememsa 3anarka 11.91.C).

Tpemwe knuzamwa

Cuna Tpema MHPOBama jelHAKa je CHIM KOja HACTOjU Ja MOKPEHE TeNlo, ajlu
CYIPOTHOT CMepa, CBE JIOK je MOKpeTayKa CUiia TOBOJFHO Maina. [lopacTom mokperayke
CHJIe pacTe M CHJIa TPeHha MHUPOBama CBE JIOK CE TEJO He MOKpeHe. Tama cuia Tpema
MOCTaje CHjIa TPema KIIN3ama, KOja M3HOCH:
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Fo=uN, (V81)

rae je N HHTEH3UTeT HOPMAajHE peakiidja Bese, Tj. Teja Koje Jelyje CHIOM Tpekha Ha
MOCMaTpaHo TeNo, a f KOe(hHIHMjeHT Tpema KIN3ama, KOjH 3aBHCH 0] 0coOMHA
JOAUPHHUX TOBpIIKHA Tena M Be3e. Cuia Tpewa KIH3amba je OOMYHO Malo Mamba Of
MaKCHUMaJTHE CHJIa TPEHha MHPOBamkba. 300T peaTHBHO Malle pa3inke n3Meljy OBUX cuia,
Yy TOKy HM3y4aBama (HU3UKE Y CPEAm0j IIKOJHU ce O 0] He BOIM padyHa ma Hehe HH y
0BOj 30upIy.

Tpemwe komp.varwa

Cuna Tpemwa KoTpJbamka U3HOCH:

N
Fue = "r , (Y82)

rae je p, KoeHIMjeHT Tpema KOTpJbalka, a I MOJIYNPEeYHHWK IOBPIIMHE KOja ce

KOTpJba 10 paBHOj MOBPIIMHHU. 3HATHO je Mama O CHJIe Tpema KIu3ama 3a HUCTe
JIOJUpPHE IIOBPIINHE.

Omnop cpedune

Cuia oTropa cpeivHe je cujia KOjOM ce BHCKO3HAa CpelrHa (TEYHOCT WIIH Tac)
CYNpPOTCTaBJba KPETalky YBPCTOT TejIa KPo3 Y. 3a Majie Op3uHE Tela OHAa U3HOCH:

Fo = bV, (Y83)

rae je b xoeduimjeHt 3aBucaH o ocobuHa diynaa u Tena.

Hopmanne peaxuuie 6e3e

Hopwmanse peakmuje Bese ¢y mocieaunia aehopMucama Teia - Be3e 07 CTpaHe
MMOCMAaTPaHOT Tejia. AKO Ce pajy O 3aTe3amy Be3€ 0 KOjy je TeJIo 00emieHO (HIIp. HUTH),

peaknyja ce Hajuemhe o3HauaBa ca T unu F,, a ako ce pagu 0 HOPMAJIHO] peaKkLUuju

Be3¢ Ha IIPUTHUCAK TeJa (HIIp. peakyja MmoJyIore), peaknuja ce oondno o3navasa ca N .

Hanomena 1: Axo cy Tena moBe3aHa MOMONy HUTH 3aHEMapHBE Mace, CHJIe
MmelycoOHOr nienoBama Tena Cy jeAHaKke IO MHTEeH3UTeTy. IIpu ToMe HHT Koja cmaja
TeJa MOXKe OWTH TIpeKWJaHa TeluMa 3aHeMapuBe Mace WM IOKpeTaTH Tela
3aHeMapHBe Mace, HallpuMep KOTYpOBe.

Hanomena 2: Hajuemhe ce y 3amamyMa 3aHeMapyje UCTETJPUBOCT HHUTH, a aKO
ce M OHa pa3Marpa, Mopajy OUTH Mo3HaTe eJacTHYHe 0COOMHE HUTH. Y PAaBHOTEXKH je
TaJla CUJla 3aTe3amba HUTH jeJHaKa eIaCTUYHO] CHJIM KOja HAacTOju Ja JedopMuUcaHy HUT
BpaTH y Hele()OPMHUCAHO CTAbE.
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Hanomena 3: HopmanHe peakiyje Ha NPHTHCAK Tella Cy YBEK yCMepeHe Of
Tena - Bese. [Ipm onmpehuBamy BUXOBOT mpaBia Tpeba ce HpUApKaBaTH cienehnx
npaBuiia;

1) Axo meno Ha jeOnom 00O0upHOM Mecmy 000upyje 6e3y y mauxkama Koje
npunaoajy jeOHoj epanudHoj pasHu 8eze, HOPMAIHA peaKyuja eese je Ha mom O0OUPHOM
Mecmy HOpManHa Ha my pasa (euou Hanpumep 3aoamax 20.95.C.).

2) Ako meno na jeOHOM 000UpHOM Mecmy 0ooupyje ge3y y mauxkama Koje cy y
npecexy guule epaHUtHUX PAHU 6e3e, HOPMATHA peakyuja éese ce oopelyje Ha credefiu
HauuH: 3aMUcIumMo Mano nomeparse mend Yujy pasHomexncy NOCMAMpAmo maxo o0d
ocmane y KOHMAKmy y c8uUM OOOUPHUM MeCmuMda ca C8UM MenuMa ca Kojuma ce
oodupueano. Ilpu mome ce mauke Kojuma je meno OUn0 y KOHMAKMY ¢ OCMALUM
menuma kpehy y Hexum pasnuma. Hopmanue peakyuje éese cy Hopmanne Ha me pagHu.

Ilpumep: OnpenuMo  mpaBiie
HOpPMaJIHUX peakluja Be3e Koje Jenyjy Ha >
IITAall KOjU €€ Haja3W y PAaBHOTEXKHU Y Yalld
9mja je  yHyTpamlma IOBPII  OONHKa
nostysonte (Buau ci. 10).

Peweme: [lomro Ha TOAUPHOM MECTY
A 1ITan noupyje damry y taukama Koje Jiexe
y jelIHOj paBHHM - paBHH IMOJTYJIONTE, HOpMAJTHA

peakumja N; je HOpManmHa Ha Ty paBaH H

Cn. 10.
ycMepeHa je Ka LeHTpy mnoxynonte. Ha
JomupHOM MecTy B mitan momupyje wamry y
TavyKkama Koje Mpuaaajy [BeMa paBHIMA - paBHH TOIYIIONTE U paBHU 000/1a varie.

[Ipu MajoM moMepamy INTamna, Mpyu KOMe OCTaje Y KOHTAKTy ca 4alioM Ha o0a
JIOJUPHA MeCTa, TayKe KOjuMa JOoAupyje darry kpehy ce y paBHH y K0jOj JICXKH IITaIl,
peakiuja moaaore Nz je HOpMaJHa Ha Ty paBaH, OJHOCHO HAa IITAI U YCMEpPEHa O]

BEC3C - Hamlie.

Enacmuunocm onpyze

Ha ompyry, mano gedopmucany no nyxuHd (cabujeHy WM PacTeTHYTY), Jeiyje
eacTHUYHA CHJja, KOja HACTOjH [1a je BpaTH y Heae(OPMHUCAHO CTabe, U KOja U3HOCH:

F=k«, (V84)

rae je Kk kpyroct, a X amconytHa aedopmaridja onpyre (arcoiyTHa BPETHOCT
MPOMEHE JTYKHHE ONpPyTe).



34

Ilomucaxk

ITo ApxumemoBoM 3aKOHY, Ha Tela MOTOIUbeHAa y (iaywn (TEYHOCT WM rac)
JleNTyje Chila IOTHCKA, KOja je jeHaKa TeKUHH TEJIOM HCTHCHYTE TeYHOCTH, OHOCHO:

F=myg =0V, (V85)
IIe cy: My - Maca TeIoM HCTHCHYTOT (GIynma, p, - rycTuHa ¢uiynnga u V 3ampeMuHa

UCTUCHYTOT (UIyHAa, jelHaKa 3anpeMHuHH Tena y Guynay. Cuia IMOTHCKA je yecMepeHa
BEPTUKAIHO HABUIIE.

Ienmpunemanna cuna

AKko ce Tero kpehe 1Mo KpyXHHUIH, Ha hera Jelyje HeHTpUIeTalHa CHIla, Koja My
CaOIIITaBa [IEHTPHUIIETATIHO yOp3ame. YCMepeHa je Ka EHTPY KPYKHHUIIE ¥ H3HOCH:

mv?

Fy =——=mro’. (V86)
r

Hanomena 1: llentpumeranHa cuia HUje HUKakBa IoceOHa HOBa CHIIA,
mocjenuiia Heke noceOne unrepaknuje. OHa je jenHaka 30Mpy MPOjeKIHja CBUX CHJIA,
KOje NIeNyjy Ha Tello, Ha TpaBall YCMEPEH O TauKe Y K0joj Ce TeNO Haja3u Ka LCHTPY
TPEHYTHE KPY>KHHUIIE.

Hanomena 2: Kon KpUBOJIMHI]CKOT KpeTama je [eHTPHUIIeTAIHA CHIIa YCMEpeHa
Ka LIEHTPY TPEHYTHE KPYKHHUIIE.

Huepuyujanne cune

VY HemHepuHjadHUM peQEepeHTHUM CHCTEMHMa, Tj. CHCTeMHMa Koju ce Kpehy
yOp3aHO, TIOpe CTBAPHHUX CHJa, KOje Cy MOCICAUIIe Ae/ioBama u3Mely tena, menyjy u
uHepyujanne cuile, Kao TOCHeAWIa yOp3aHOr Kperama cucremMa. Y pedepeHTHOM
cucreMy Kkoju ce Kkpehe KOHCTaHTHHM yOp3ameMm d;, Ha Telno Mmace M aenyje

MHEepIIMjaJiHa CUiia:

Fio = —Mé, . (V87)

Hanomena: Tlopen uHepIyjaqHuX CHIa, KOje €€ MOTY HM3DPa3sUTH MPETXOIHOM
jeHAUYMHOM, Y HEWHEPIHUjaTHUM pe(EpEeHTHUM CHCTEMHMa KOjH POTHpajy JAeiyje U
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Kopuonuncosa cuna, Koja 3aBUCH O Op3WHE Tena M yraoHe Op3uHE HEHHEpIH]jaIHOT
CHCTEMa, aJli CE OHA HE MPOyYaBa y CPENHHM IIKOJIaMa.

Lenmpudyzanna cuna

HentpudyramHa cuna je jeqHa o WHepUUjarHUX cuia. Jlenyje y pedepeHTHIM
CHUCTeMHMa KOjH UMajy IIEHTPHUIICTAIHO YOp3ame. YCMepeHa je Y CypPOTHOM CMEpY 0.1
cMepa LEeHTpUIETAIHOT yOp3ama, OJHOCHO OJ IEHTpa KpPY>KHHIE, WM TPEHYTHE
KPY)XHHIIC TpH KPHBOJHMHHJCKOM KpeTamy Teia. [lo WHTCH3UTETy je jeaHaka
LEHTPHUIIETAIHO] CHJIH:

2
F, = —m;’ —mro?. (V88)

Pao

EnemenTtapan (6eckoHauHO Maim) pax cwie F Ha eleMeHTapHOM IOMeEpajy
AT , OJTHOCHO €JIEMEHTapHOM YTy AS, H3HOCH:

A=F.AF =FAr, (Y89)

rae je F, HMHTEH3UTET TaHTeHLUjaJHE KOMIIOHEHTe cuje (KOMIIOHEHTE Y IpaBIly
TaHT€HTE Ha MyTamy). AKo je F, KOHCTaHTHO Ha IyTy S, pal (IPOU3BOJHHO BEIIHKH)

CHJIe Ha TOM IIyTy M3HOCH:
A=Fs. (Y90)

[To3uTHBaH je aKko je TaHTreHIIMjalHa KOMIIOHEHTA CHJIE Y CMEPY KpeTama, a HeraTHBaH
aKo je y CyipOTHOM CMepYy.

EjleMeHTapHH paJ MOMEHTa ciiie M IIpH pOTALMjH Tena 3a eleMEHTApHH yrao
AO , I3HOCH:

A=M.-6=M,0, (Y91)
rae je M; WHTeH3WTeT KOMIIOHEHTE MOMEHTa Yy MpaBIly Oce poTarndje. AKO je oBa

MpojeKIlMja KOHCTaHTHa y TOKY pOTalldje Tejla 3a MPOu3BO/baH yrao ¢, pan
(TPOM3BOJEHO BEJIMKH) M3HOCH:

A=M-6=M. (Y92)

ITo3uTHBaH je aKo je KOMIIOHEHTa y cMepy € , a HETaTHUBaH aKo je y CyIPOTHOM CMeEpYy.
Pax rpaBuTanmoHe cuiie Ha NMpeMEINTalmy Mace M W3 Tauyke TPaBUTALOHOT
110Jba ca MOTEHIM)jAJIOM ¢ y TauKy ca ITOTCHINjaJIoM ¢, W3HOCH:

A=m(p —p,). (Y93)
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Pan Tena, oHOCHO, pan cujie KOjOM IIOCMaTpaHo TeJlo Jelyje Ha Jpyra Teia,
JeIHAaK je CMamelhy HEeroBe eHepruje:

Atela = —AEtgia = Eglar — Etelaz (V94)

a pajl CIIoJballlihe CHIIC HaJl TeJIOM, jeHaK je mpoMeHH (ToBehamy) eHepruje Tena:
Asp = AEe1a = Etelaz — Etelar - (V95)

HapaBHo 00a pama, ¥ Tela M CIOJbAIlbE CHIC MOTY OHTH TO3UTHUBHH HWJIH
HETaTHBHH, Y 3aBHCHOCTH OJ] CMepa CHJIE Y OIHOCY Ha IToMepaj.

Pan ce moxxe ogpenuty u u3 cHare (Buau cienehu maparpad). Axo teno pazpuja
cHary P, y OeckOHayHO MajJoM BpPEeMEHCKOM HHTEpBAly At, Ipu TOMe H3BPILH
eJIeMEHTapHH Paj:

AA=PAL. (Y96)

Axo je CHara KOHCTaHTHa y NPOHU3BOJbHO BEJIMKOM BPEMCHY t, H3BPUICHU paj
HU3HOCH!

A=Pt. (Y97)

O rpa¢uukuM HaumHMMa opapehuBama paga BHAM THoriaBibe "MaremarHuke
penanuje", naparpad "I'paduuka unrerpanuja”, Tauke 7-9.

Chaza

Cpenma cHara Tena y BPEMEHCKOM HHTepBany t, koje y TOM BpEMEHCKOM
MHTEPBaTy N3BPIIH paj A W3HOCH:

P=

TA . (Y98)

TpenyTHa cHara, WX IPOCTO - CHAra, jeJHaKa je CpeAr0j CHa3u y OECKOHAYHO MaJloM
BPEMEHCKOM MHTEpPBaIy.
AKO TIpBO TEJIO BPIIM pajl TaKo IITO Ha JIPYro TeNo, Koje ce kpehe Op3uHoM V

Jgenyje cwioM F, uuju je WHTEGH3UTET TaHIeHIMjalHe KOMIOHeHTe [, cHara

(TpeHyTHa) U3HOCH:

P=F.-V=Fv. (Y99)
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HpI/I TOMEC C€ KaXX€ Aa HAaBCACHOM CHAroM pal BpIIW HOPBO TCJIO HAA APYTUM, WK CUJIA

F manm npyrum Temom.

Ako MOMeHT cmiie M , 4Mju je HHTeH3UTET KOMIIOHEHTE y MPABILy OCE POTAIIHje
M, , potupa Teno yraoHoM Op3MHOM @ , CHara KOjoM OBaj MOMEHT BPILH paJ H3HOCH:

P=M-&=Mo. (Y100)

Kunemuuka enepzuja

Kunernuka eHepruja je ycioBjbeHa KpeTameM Tena. Kao u kpeTame, 3aBHCH 011
pedepenTHOr cucrema W3 KOra ce KpeTame ImocMmarpa. KuHerwuka eHepruja
TpPaHCIATOPHOT KpeTama Tela Mace M, Op3uHe V M UMITyica P M3HOCH:

2 2
mv
E =" _FP (Y101)
2 2m

Kunernyka eHepruja poraiuje Tejia Yhju Cy: MOMEHT uHepije |, yraona Op3uHa @ u

MOMCHTA UMITyJiCa L , I3HOCH!

=—, y102
2 2 ( )

Kunernuka eHepruja Tenma Koje BpIIM CJIOXKEHO KpeTame (TPaHCIATOPHO W
pPOTAaIMOHO) jeAHaKa je 30upy KUHETHYKE CHEpruje TPAHCIATOPHOT U KUHETUYKE

€HeprHje pOTaOHOT KpeTama.

Ilomenuujanna enepzuja

[oTenmjanHa eHepryja je eHepruja ycloBheHa Me)yCOOHNM JIel0BamkeM Tena.
Kao u cune meljycoOHOr menmoBama, 3aBHCH O MeljycoOHOr mojoxkaja Tena, Tj.
BUXOBHX KOOPAHHATA.

[Morenumjanna enepruja je (u3MuUKka BeNIMYMHA Koja je JeduHHMCcaHa 0 Ha
KOHCTaHTy, OJHOCHO, MOXXE jOj ce INOAaTH HWIM ONy3eTH IPOM3BOJbHA KOHCTAHTHA
BpeqHocT. 300r Tora ce MOKe IPOU3BOJBHO OAPENUTH pedepeHTHH pacrmopes Tena
(HMBO) HyNTE NOTEHIMjaIHE EHEPTHje.

I'paBuTaimoHa MOTCHIMjallHA CHEpruja u3Melhy JABe MaTepHjaiHe TaukKe,
XOMOTEHE JIONTe WM XOMOTEHE cdepe, Maca M; H My, IIPH pacTojamy I m3Mely
BUXOBHUX IICHTApa, U3HOCHU:

mm,

Ey =y =2, (V103)

aKo ce OeCKOHaYHOCT u3abepe 3a HHBO HYNTe MNOTCHIHWjaHE CHEepruje. 7 je

YHUBEPp3ajiHa rpaBUTAllMOHA KOHCTAHTA.
FpaBI/ITaHI/IOHa HOTGHHI/IjaJ'IHa eHeerja T€Jla Mace¢ M Ha MNOBPIIWHU 3eMibe
HU3HOCH:
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E, =mgh, (V104)

TZIe je X BUCHHA y OJHOCY Ha MPOU3BOJbHO M3abpaHu pedepeHTHHN HUBO, a ( yOp3ame
3eMspHHE Texe. Y 3ajanuma je Hajuenrhe 3roHO 3a OBaj HUBO W3a0paTH HUBO HajHUKE
TayKe y KOjy Ce CIyIITa Maca y TOKY ITOCMAaTpaHoT KpeTama.
Jennaunna (Y101) ce MoXe KOPUCTUTH CaMo aKo je IpoMeHa yOp3ama 3eMIbIHE
TEXe ca BICHHOM 3aHEeMapHBa, HHaYe Ce MOpa KOPUCTUTH ommTa jenHaduna (Y 100).
[oTeHIMjamHa eHEprHja enacTHYHO AehopMUCaHe OTPYTe U3HOCH:

1 >
Ep =51, (V105)

rae je K, kpyToct, a X amcoiyTHa aedopmanuja onpyre.

3akonu oopicaroa

3aKoHHU ofpKama OJAKIIABajy pellaBame MHOTHX 3a/laTaka y KojuMa Cy BaKHa
CTama CHCTeMa Ha IOYETKY U Ha Kpajy HEKOT Ipolieca, a HUCY Ba)KHU ITyTEBH IpeJiacka
U3 TIOYETHOT Y KPajibe CTambe.

MHoru 3ajgamu Mory na ce pemie W Oe3 kopumihema 3aKOHa OIpIKamba,
KopumhemeM IpyTuX 3aKOHA TWHAMHKE, alli je IMyT IO pellerka Ha OBaj HAYMH YeCTO
MHOT'O TEXH.

3akon oopiicarsa enep2uje y mexanuyu

VYKynmHa MexaHW4Ka €Hepruja Tena, WM CUCTeMa Tella, jefHaka je 30upy
KMHETUYKE W TIOTEeHIIN]a]THE CHEPTHje CBUX TeJla y CHCTEMY:

E=ZEK+ZEp. (Y106)

AKo y cucTeMy [eiyjy KOH3epBaTHUBHE CHIIC, BAXKU 3aKOH OJpIKarba MeXa-HHIKEe
€Hepruje cucTemMa, OJHOCHO:
E =const . V107)

Axo0 y cucTeMy Jenyjy NUCHIIATHBHE CHJIE, Ka0 LITO Cy CUJIa TPEeHa U CUIIe
OTIIOpa Cpe/IMHE, WM MEeXaHW4Ka eHeprvja MoXe Ja Tpefia3d y HeKe Apyre BHIIOBE
eHepruje, 3a0KOH 0 OJIP)Karby MEXaHUUKE CHEPIUjC HE BaXKH.

Hanomena 1: KonzepBaTruBHE CHIIe Cy CHIIC YHjH j€ paj Ha 3aTBOPEHO] MIyTakHH
HyJla ¥ KOje 3aBHUCE caMO Oj KoHburypaiuje cucrema (pacrmopena tena). Takse cCy,
HaIpUMep, FPaBUTAIIOHE, CIICKTPUYHE U CIACTHYHE CHJIC.

Hanomena 2: Jla O BaXwWo NOMEHYTH 3aKOH, KOH3EPBAaTHBHE CHJIE MOTY
JIeNoBaTH He caMo u3Mel)y Tena mocMaTpaHOI CHCTEMa, Kao YHYTpAlIlke CUIIE, HETO
MOTY JIeJIOBAaTH U Ha Tela y CHCTEMY OJ CTpaHE Tella M3BaH CHCTEMA, Ko CIOJbAlIEbE
cuine. IIpu TomMe ce Mopa BOIUTH padyHa Aa Ce AEIO0BambE CHOJbAIIbUX CUIAa Ha Tela y



39

cUcTeMy HE M3pa3d J[Ba IyTa - IIPEKO pajia OBUX CHJIA U IIPEKO IPOMEHE MOTEeHIM]jaTHe
EHepruje Teja y CHCTEMY.

Ilpumep: Axo Teno cia0007HO Maaa, MOPACT HETOBE KUHETHYKE CHEPrHje je
JeIHaK CMamelhy HEroBe NOTCHIMjalHE €HEepruje y MoJby Cuile 3eMJbHHE TeXe, HIH
pany cwiie 3eMJbHHE TeXe, Tj. JeJHOj O] OBE JBE BEIMUIHHE, KOje€ Cy, HAPABHO, jeTHAKE.
Yecra Tpelka y peliaBamy 3amaTaka IOJIa3H OJ IOTPEHIHOT CTaBa Ja jeé IpoMeHa
KUHETUYKE CHEepruje YCIOBJbeHa MPOMEHOM NOTCHIMjallHE EHEepruje U pajoM CHle
3eMJbHHE TeXe Tj. 30Mpy OBHX BEJIMYHHA, YUME CE€ YTHIA] 3eMJbHHE TEXE y3HMa JIBa
myTa y o03up.

3akon o o0picary umnyica

VY cucreMy y KoMe He JIelyjy CHOJballlibe CHIe BaKU 3aKOH OJIpKara UMITYJICa!

ﬁ:Zﬁi :Zmivi = const, (V108)

HJIK CKaJIapHO:

Pe= D Py =D MV =Const, p, = py=> mv, =const,
p, = z P, = Zmiin = const . (¥Y109)

Hanomena 1: 3akoH ce Hajuemhe mpUMeEmYyje NpU peliaBamky mpobiema
BE3aHHUX 3a CyJape, cliajama U pasBajarba Tela.

Hanomena 2: Kao mocieanna oBor 3akoHa, YHYTpAallbe CHIIE HE MOTY
MIPOMEHHUTH Op3MHY KpeTama IEHTPa Mace CUCTeMA.

Hanomena 3: 3akoH MOXE /Ja BaXH CaMO y jeTHOM IIpaBIly, YK Kora He
JleNyjy croJbarime cuite. Hampumep, MoXxe 1a BaXKH 3a KpeTame QYK XOPHU30HTAIHE X -
oce, ako y HCHOM IIpaBIly HE JIeNyjy CIOJhalllbe CHIIE, alld HE U 3a KpeTame YK
BEPTHUKAIIHE Y - OCe, IyK KOje Jiefyje cruina 3eMJbUHE TeXKe.

Hanomena 4: 3axkoH ce MOKe MIPUMEHUTH U HA KpeTama y MpaBIrMa y KOjuMa
JIENTyjy CIHOJBAIIE CHIIC, aKO Ce IMOCMATPajy MPOIECH KOjU TPajy BeoMa KpaTKO, TaKo
JIa je paji CroJballllbuX CHiIa Y TOKY OCMaTpaHOT Mpolieca 3aHEMapuB.
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3aKon o 00picamy MoMeHma UMRYIca

AKO je yKymaH MOMEHT CHOJhAIIFbUX CHJIA KOje JeNyjy Ha CHCTeM jeITHaK HYIIH,
OHJIA je:
L= =) 1i& = > T x p; = const. (Y110)

Hanomena: 3akoH ce Hajuemrhe MpuMemyje na OU ce 0apearo yTUIaj IpOMeHe
pacropezia Mace OKO oce poTallije Ha yraoHy Op3uHy CHCTeMa.

Anconymuo enacmuuan cyoap

Y TOKy amCONyTHO €JAaCTHYHHOI CyZhapa, MOpel HMITyjca, He Mema ce HHU
KUHETHYKa eHepruja cucrema. /[Be kyrmume maca M; M My, KOje Cy ce Kperaie
Op3unama V; u V,, [IOCIe YE0HOT arcoIyTHO eIacTUYHOr cyaapa kpehy ce, Op3unama

V] u V;, koje u3HoCe:

V= (my —my g +2m,v, nooV)= (mg —my v, + 2myy, _ (Y111)

Ancoaymno neenacmuuan cyoap

IMocne arcoMyTHO HEENacTHYHOI Cyaapa Tella OCTajy crojeHa. AKo cy ce
KyrJuie maca My © M, mpe cyxapa kperane Op3uHama V; u V,, IOCIE YEOHOT

aTICOYTHO HEETaCTUYHOT cyaapa Kpehy ce Op3nHOM:

v = Vg + MoV (Y112)

Hanomena: Y HEKUM KibUrama HHje HarJlallleH BEKTOPCKH KapakTep Op3uHa y
jemaaunmaaMa (Y108) m (Y109). TakBe jemHaunHe Bake caMO y CIIydajy KpeTama
KyIJIMIa y KCTOM CMepy Mpe cy/apa, OJHOCHO, Y Clly4ajy CyCTH3ama Kyrauua. Takas je
ciydaj, Hampumep, ca yxOcHukoMm "®wusuka 3a | paspen rumHasuje", W3IATHM Yy
Beorpany 1994.r. on 3aBozna 3a yXOeHuKe 1 HacTaBHa cpezacTsa (cTp. 126).



Tabena 5. Ananoruja usmel)y TpaHcIaTOpPHOr ¥ POTALIMOHOT KpPeTama
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TpaHcaaTopHO KpeTame

POTaLII/IOHO KpeTame

MowmeHT unepuuje 4

Maca
M (1=mr?)
C E MomeHnT cume M
Hia - =
M=rxF

WNmnync p=mv

Mowment umnyica L= lo
L=Fxp=mrxv

IIpBu BbyTHOB 3aK0H
V =const mpu Zlf, =0

[IpBu BbyTHOB 32aK0H
@=const mpu ZMi =0

Npyru BbyTHOB 3aK0H

- - AP
F_ZFi_ma_E

OCHOBHH 3aK. TUHAMUKE pOTalyje

Mzzmi:m:%

VYcnos PAaBHOTECKE

Yo

Vcnos PAaBHOTECIKE

D> M; =0

Pan Pan
A=F.AF = FAr A=M -6 =M,0
Cuara Cuara
P-A_Fy P=2_ Mo

Kunernuka eHepruja

_sz B pZ

K™ " om

Kunernuka eHepruja
o L2

K=—7"

2 21

3aKoH opKama UMITyJIca

p= Zﬁi = Zmivi = const

3aKoH opKama MOM. FIMITyJICa

L= =) 1i& = ) T x p; = const
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HEKE MATEMATHYKE PEJALNHUJE

I'pagpuuka unmezpayuja

Hexka je 3aBucHOCT (u3muke BenwMuMHE Y Of (U3MUKE BEIUYWHE X JaTa
jeAHAuYMHOM Y = y(X), unju je rpaduk mpukaszan Ha ci. 14. Ca A’ o3Haunmo Beoma

(becxonayHO) Maye mpoMeHe (MHTepBaje) GUINIKIX BEITUINHA.

'y
yn' ”””””””””””””””””””””””” i
yﬁf(x') i
Y = !
Yy I . 5 Cn. 14.
N1 <4 i ﬁ: |
i < |
L ‘ i X
0 - 5 >
L) L] L]
T T 11
Axl A'x2 A'xi A'xn

IMomenumo KoHauaH (IIPOM3BOJPHO BENMKH) HMHTEpBAl AX =X, —X;, OPOMEHE
¢u3uuke BenMYMHE X, HAa BeOMa MHOrO BeoMa Manumx uHTepBaga  A'X;
(i=123,...n, n —>00), IpHu Yemy je

1, 2 !,
AX =Xy — X3 =A% + A%y +..+ AKX, .

AKo ce mpu BeoMa Majioj (eJeMEHTapHO]j) MPOMEHH BPETHOCTH BEJIMYMHE X 32
AX , ¢pn3nyka BeMMUMHA Z TIPOMEHHM 32 BEOMa Maly BPEIHOCT:

A'z = yA'x,,

rae je Y Bpeanoct pyukuuje Y= f(X) koja oarosapa cpemnum unHTEpBaga A'X, npu

KOHa‘IHOj NOPOMECHHU BEIIMUMHE X 3a X, — X1, BEJIMYMHA Z CE€ MPOMCHM 3a:
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n
A2=17,-21=AN7+ A7y +..+ A7, = V1A% + Y,AXy +..+ Y A'X, = Z:yiA’xi .
i=1

IMTomro cy uHTepBamu A'X; BeoMa Mallk, MPOMEHE BpeIHOCTH (yHKuMje y
OKBHPY BHX Cy 3aHemapuBe, OQHOCHO, Y(X —A'X;)= y(X +A'X;), ma mpoumsBoan
y;A’%; mpencrasipajy mospinHe u3Mel)y rpaduka u anciucHe (X) oce y MHTepBaInMa
A’%; . Bennunna Az, xao 30Mp CBHX OBHX IOBpIIHMHA, je[HAKA je MOBPIIMHH H3Mehy

rpauka ¥ amciuce y IeJIoM HHTepBally X, — X, . Kpahe pedeno:

Ilpu komnaunoj npomenu uzuuke eenuuune X 3a X,—X, Qusuuka

6elUYUHA 1 ce NPOMEHU 3a 6PeOHOCH Koja je jeOnaxa noepuiunu usmeljy zpajura u
ancyucHe oce Ha 2pauky 3asucnocmu oozosapajyhe ynxkuyuje y 00 éenuuune x, y
nocmampanom unmepeany. Iloo oozosapajyhom ynkuujom y = f(X) noopazymesa

ce GeUYUNA Koja nogesyje 6eoma mane unHmepeane Geluduna X u 1 perayujom
ANz=yA'X. ¥V mnozum cnyuajesuma @ynxuyuja y=f(X) npedcmaswa jeony
¢uzuuxy eenuuuny. Ha npumep, oey ghynxyujy npeocmasva yop3sare Koo jeOnauune
A'v=aA't (euou nocneouyy 1).

Hanomena 1: Axo je z; =0, Tana je AZ=12,, OIHOCHO IIOMEHYTa MOBPIIMHA
HPE/CTaBJba BPEAHOCT KOjy AOCTHKE BEJIMYMHA Z IIPU MIPOMEHHU BEJIMYHHE X O ¥ [0
X, . Kox Hexux (U3MUKuX BeIMYMHA C€ PETKO KOPUCTH II0jaM IPOMEHE, Ia U y TOM

cinyyajy AZ WMa CMHCao BPEIHOCTH KOjy IOCTHIKE BEIMYMHA Z TMPH IPOMEHH
BEIMYMHE X O X 1O X,.Taka je cirydaj ca pagoMm.

Hanomena 2: Y HajjeIHOCTaBHUjUM CIIy4ajeBUMa, KaJa Cy IIOMEHYTe MOBPIIH
00JIMKa TEOMETPHjCKUX (HTypa, H3padyHaBame IMOBPLIMHA CE BPIUM jEeIHOCTABHUM
reoMeTpUjckuM Meromama. [lpm ToMe ce Mopa BOIWTH payyHa O AUMEH3Hjama
KOOpAMHATHHX oca (BUAM IpUMED Ha Kpajy maparpada).

VY ocranmuMm ciydajeBUMa HM3pauyHaBame 3axTeBa I103HABAE WHTErPATHOT
padyHa - CIIO)XCHHjeT MaTeMaTH4KoT arapara 4ije ce OCHOBE y4e Yy YETBPTOM pa3pery
THIMHAa3Hje.

Hanomena 3: Kana ce ¢pusnuka BenmunHa ojpelyje Ha HaBeIleHN HaYMH, Tpeda
BOJWTH pauyHa o 3HaKy AZ. OH ce oapehyje u3 GU3NIKOT CMHCIA TTOJI0XKaja U 00IHMKa
rpaduka y 1ojeIMHUM JIeIIOBUMA IOCMATPaHOT HHTEepBalia MpoMeHe (prU3niKe BETNUUHE
X (BHIU IpUMEP Ha Kpajy maparpada).

Hanomena 4: Yecto ce nojam "nospiinHa usmel)y rpaduka u anciucue oce"
Ha3uBa "TIOBPIIMHA UCHOA Tpaduka', HAaKO TO HUjE CACBUM KOPEKTHO, jep Ce HEKaa
pazy 1 o TIOBPIIMHY M3Ha[ rpaduka (BN IpUMEp Ha Kpajy maparpada).
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Ilocneduue: Axo ce 0Baj cTaB MpUMEHH Ha 00J1aCTH (HU3UKE 3aCTYIILEHE Y OBOJ
30mpIH, CIeIu, MOpea OCTAJIOT:

1) IIpomena op3une mena y onpelleHOM BPEMEHCKOM HHTEPBAy jeIHAKa je
MOBpIIMHKA Wcmox  rpaduka a=a(t), 3aBucHOCTH yOp3ama O BpeMeHa, Yy

[OCMaTPaHOM BPEMEHCKOM MHTEpBaIly, MOIITO je, npema jenuaunnn (Y9), A'v=aA't.

2) Ipehenu nym mena 'y oapeheHOM BpPEMEHCKOM HHTEPBAlIy jeIHAK je
noBpHIKMHU ucTona rpaduka V =V(t), 3aBucHOCTH Op3uHE O] BpEMeHa, Y MOCMAaTpaHOM

BPEMEHCKOM MHTEPBaIy, TOMITO je, TipeMa jenHaunan (Y8), s'=VA't.

3) Ilpomena yzaone oOp3une mena 'y onpelleHOM BPEMEHCKOM HHTEPBATY
jenHaka je mOBpHIMHU ucmon rpaduka o = a(t), 3aBUCHOCTH yraoHOT yOp3ama 01

BpeMeHa, y MOCMaTpaHOM BPEMEHCKOM HHTEPBaLY, MOINTO je, peMa jeanaunnu (V50),
ANo=aA't.

4) Yzao pomayuje y onpelleHOM BpeMEHCKOM HHTEPBAY jeIHAK j€ MOBPIINHH
ucnon rpadpuka € =6(t), 3aBUCHOCTH yraoHe Op3WHE OJ BpeMeHa, y MOCMAaTPaHOM

BPEMEHCKOM MHTEPBaIy, TOMITO je, ipeMa jenHaunan (Y47), ' = wA't .

5) Ilpomena umnynca mena, 00HOCHO umnyc cune 'y oapeeHoOM BpeMEHCKOM
MHTEpBaly jeAHAK je MoBpiMHH ucmoj rpadpuka F = F(t), 3aBucHocTH cuiie on

BpEMEHa, y IIOCMATPaHOM BPEMEHCKOM WHTEPBAIY, IOIITO je, peMa jenHaunsan (Y74),
A'p=FA'.

6) IIpomena momenma umnyinca mena y oapeheHOM BPEMEHCKOM HHTEPBATY
jenHaka je moBpimuHH ucrnon rpapuka M =M (t), 3aBHCHOCTH MOMEHTa CHJE O]

BpPEMEHA, y TOCMaTPaHOM BPEMEHCKOM MHTEpBally, IOIITO je, mpeMa jenHaunnu (Y79),
A'L=MA't.

7) Pao cune wa oxpeleHOM WHTEpBaITY MyTa jelHAK je TOBPIIMHH HCIIOJ
rpapuka F, =F/(S), 3aBUCHOCTH TaHreHIHMjalHEe KOMIIOHEHTE CWIIE IIyTa, Yy

[OCMAaTPaHOM MHTEpBaJly IyTa, MOILITO je, mpema jenHaunnn (Y89), A'/A=FA’s.

8) Pao momenma cune Ha oapehieHOM HHTEpBajly yIiia pOTalyje jeqHaK je
noBpmMHK ucnof rpaguka M; = M;(0), 3aBUCHOCTH TpojeKIUje MOMEHTa CHIE Ha

yrao poramgje oj yria, y MoCMaTpaHOM MHTEpBaly yrja poTalmje, IOIITO je, IpemMa
jennaunnu (Y91), AA=M;A'0.
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9) Pao y oxmpelhleHOM BpEeMEHCKOM HHTEpBANy jeAHAK je TOBPIIHHH HCIIOJ
rpadpuka P =P(t), 3aBucHOCTH CHare ox BpeMEHa, y MOCMATPAHOM BPEMEHCKOM

UHTEpBaJLy, IIOUITO je, pema jennauntu (Y96), A'/A=PA't.

Ilpumep: Ha cn. 15.  p
je TmpuKazaHa  3aBHCHOCT [kN]
TAaHTEHIMjaJHE KOMIIOHEHTE 6 Cx. 15.
CHWJIE KOja Jieyje Ha Teo O
npehenor myra Tenma. Ha
npBOM Jieny myTa rpaduk
uMa  OONHMK  TOIYyKpyTa.
Onpenuty pajg OBE CHUIIE HaJ
TEJIOM Ha TPEICTaBJHEHOM
Jleny TmyTa.

Pewemwe: Ilonykpyr
HaJ MPBHUM JIEJIOM IIyTa UMa

br3HYKH CMHCA0
TIOJTy eJIHIICE, jep
MOy TIPEYHHUIIN uMmajy
paznuuure JIMEH3H]e.

OuuriesHo, MOJMYyOCe OBE CIUICEe H3HOCe: a= 5.10°m u b=4kN=4-10°N.
[oBpmmHa wucmoj Apyror pena rpaduka je jeAHaKa MOBPLUIMHH TOJOBHHE
npaBoyraonnka crpannua C=6kN=6-103N u d=2.102N. Toepmuue

TIIOCMAaTpPaHUX IOJTYEIIUIICE U ITIOJIOBUHE MPaBOYIraOHUKA U3HOCE!
1
S, =abz ~628J, 5, = 0d =601,

HeraruBHa cuna Ha Apyrom Jeiy IyTa IOKa3yje Ja je CHJIa Ha TOM ey ITyTa
CYNpOTHOT CMepa OJ cMepa Kperama Tela (momMepaja), ma je oxromapajyhm pan
HeraTMBaH. TpakeHH paja je jenHak anrebapckoM 30MpYy panoBa Ha MOjeAMHUM
Je10BUMa IyTa, U U3HOCH:

A=A+A, =62.8]+(-60J)=2.8J.
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IIpojexyuje sexkmopa

[Mpojeknuje BeKTOpa Ha MpaBlie, OAHOCHO HHTECH3UTETE KOMIIOHEHATa BEKTOpa Y
ompehernM mpaBiMMa, y ommTeM ciydajy Moryhe je ompemutn 1oMohy
TPUTOHOMETPHUjCKUX (PYHKIIHja, KOje ce yue y IpyroM paspeay rumuasuje. Ca 3HambeM
YUEHHKa IIPBOT pa3pena mpoliieM ce MOXKe PELIMTH Y CHEeLUjallHiM CilydajeBuMa, Kaja
mpasail BEKTOpa ¥ [paBall Ha KOjU ce BEKTOp MpOjeKTyje 3akiamnajy yriaose ox 30°, 45°
n 60°.

IMocmaTpajMO BeKTOp & W OAPEAMMO HHTCH3UTETe HErOBUX MpOjeKiuja y
TOMEHYTHM CHELHjaTHAM CITy4YajeBHMa:

1) ¥rao on 45°: 3060r omHOCa CTpaHHUIIC U JUjaroHane KBaapara (BUIM CIUKY
16), Bake OTHOCH:

Bo=a, =" (V124) a . Cm. 16.
45¢, i
45¢ o
P X
1) Yraoeu om  30° m 60°: 3060r omHOCa CTpaHWIA ¥ BHCHHE

JeAHAKOCTPAaHWYIHOT TPOyTJia (BUIH CIHKY 17), Baske OHOCH:

a = (V125) A

Cn. 17.

a
a, =— V126 60°

Y



47

Keaopamna jeonauuna

Oniuty 00JIUK KBaJApaTHE jeTHAYMHE 110 X je:
ax? +bx+c=0, (Y127)

raecy a, 6, U C KOHCTaHTe.

Pemema kBaspaTHe jeAHAUMHE CY:

— 2 —_—
Xyg = —b+b” —4ac “zba%m . (Y128)

V 3aBUCHOCTH O BpPE€AHOCTHU IMOAKOPEHE BEIUYUHE - NUCKPUMHUHAHTE 3aBUCHU
KOJIMKO MMa 1 KaKBa Cy p€lI€Hkha KBaApaTHE jeI[Ha‘H/IHe.

a) Axo je b? —4ac>0 JjeAHauMHa MMa JIBa peajiHa pelerbha:

—b++vb? —4ac —b—+b? -4ac

Xyjg =———m—— u Xyo = Y129
y2 2a Y2 2a ( )
0) Axo je b® —4ac >0 jeIHaYMHA UMa jeTHO PEaTHO pellehe:
X = _b . (Y130)
2a

1) AKo je b? —4ac <0 jeIHaYMHA HEMa PEaTHUX pellekha.

Hanomena: Y 3apauuma u3 Gusuke, o] IOMEHYTa JBa PelLIeHha KBaJpaTHe
jemHa4uHe, Mo IpaBuiy, GU3MYKK CMHCA0 MMa caMo jenHo. [[pyro, MaTeMaTHYKK
HCTPaBHO pelIemke, 1aje Hajuemhe GU3nmIKu OecMuCIIeH pe3yiTaT. Jeman ox mpodiema
y TaKBUM 3aJ1alliMa je U u300p peliena Koje nMa GU3UIKH CMHUCA0.
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ZADACI

1.91.0. Kolika treba da bude brzina automobila, da bi ukrasni
poklopac ("radkapna"), koji je u pokretu spao sa tocka automobila,
¢im dodirne put poéeo da se kotrlja bez proklizavanja. Polupreénik
to¢ka je R = 25 cm, a poklopac se moze smatrati homogenim
diskom polupre¢nika r = 12 cm. Usporavanje kretanja poklopca u
vertikalnom pravcu traje z = 0.5 s. Pretpostaviti da u toku ovog
usporavanja na poklopac deluje konstantna sila trenja. Koeficijent
trenja klizanja izmeéu poklopca i puta iznosi ¢ =0.2.

Resenje:  Posto to¢ak ne proklizava, tacka to¢ka u kojoj on dodiruje zemlju
miruje u odnosu na zemlju. Ako se automobil krece brzinom V,, istom brzinom se krece

i 0sa rotacije to¢ka u odnosu na zemlju i dodirnu ta¢ku. Prema jednacini (U11), tacka u
kojoj tocak dodiruje zemlju krec¢e se u odnosu na osu rotacije brzinom (perifernom)
—Vp, suprotnog smera od smera kretanja

automobila (vidi prvu sliku u resenju).

Ugaona brzina rotacije poklopca se ne
menja u toku njegovog padanja, odnosno, ista
je na to¢ku i neposredno pre dodira zemlje.
Ako je izrazimo preko veli¢ina vezanih za

tocak i veliCina vezanih za poklopac, moze se ¥ “o
dobiti:
Vg Vv R
wy=—=—,
R r T
pa brzina perifernih tacaka poklopca %

neposredno pre dodira zemlje iznosi:

r
V=—V,<Vp.
R

Posle odvajanja od tocka centar mase poklopca se krece kao horizontalni hitac.
Kada se spusti za R—r, tj. u trenutku kada poklopac dodirne zemlju, y - komponenta
brzine ose rotacije valjka iznosi:

vy =y29(R-r).
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S druge strane, duz x - ose, osa rotacije poklopca se i dalje kre¢e po inerciji
brzinom v, =V, (vidi drugu sliku u resenju). Da ne bi doslo do proklizavanja poklopca,
moraju periferne tacke poklopca da se
zaustave u odnosu na zemlju, odnosno,
translatorna brzina ose rotacije poklopca treba A
da se smanji sa v, na V. Prema tekstu za- y | N
datka, ‘"prilagodavanje" kretanja poklopca
podlozi traje 7. To je vreme u kome treba da o
dode do navedene promene translatorne brzine \1
poklopca pod dejstvom sile trenja, odnosno Ft s
vreme za koje normalna reakcija podloge treba >
da zaustavi kretanje poklopca po vertikali. N

Posto je, po uslovu zadatka, sila trenja

F, u toku "prilagodavanja" konstantna, -

=~y
=
=

konstantna je i reakcija podloge N, koja
deluje na poklopac. Posto pored ovih sila na
poklopac deluje konstantna sila Zemljine teze mg, prema jednaini (U74), Drugi

Njutnov zakon za translatorno "prilagodavanje™ poklopca glasi:
Fo+N+mj=—""=
Projekcija ove jednadine na X - osu ima oblik:

_Ft:mv—mvxzm(v—v0)7 O

a projekcija na y - osu oblik:

N-mg = = ;
T T
pa je:
mv 29(R-
N=mg+—>=m |:Q+Lr):|_
T T

Na rotaciju poklopca utic¢e moment sile trenja, pa se Osnovni zakon dinamike
rotacije moze napisati u skalarnom obliku na sledeci nacin:
2
Ftr:A_L:—I(‘" a’O)zler_(‘" @) _mr’(v vy _ @)
At T 2 T 2r \r R

Eliminacijom sile trenja iz jednacina (1) i (2), moze se odrediti brzina koju treba
da ima poklopac da ne bi proklizavao, koja iznosi:

2R+r
V= Vo,
3R
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Uvrstavanjem ove vrednosti u jednacinu (1), moZe se odrediti sila trenja, koja
moze da izvr$i navedena "prilagodavanja" kretanja poklopca, koja iznosi:

m m 2R+r mR-r
Ft:—(vo—v)z?[vo——voj:— Vo.

T 3R r 3R

Da ne bi doslo do proklizavanja poklopca navedena sila trenja mora biti sila
statiCkog trenja, koja je uvek manja ili jednaka sili trenja klizanja, koja iznosi:

Zg(R—r)]

Fo = uN = ﬂm{g +
odnosno, mora biti:
mR-r

r 3R

T

2g(R—r)]

vos;zm{gﬁt

Iz poslednje nejednacine se moze odrediti brzina automobila pri kojoj ne dolazi
do proklizavanja poklopca, koja mora biti:

vo<3u R -2 zl.8%z6.6—.

2.91.0. Valjak polupre¢nika 2R sa osovinom
polupre¢nika R visi u horizontalnom
polozaju na nitima, koje su omotane oko
osovine kao na slici. Masa valjka sa osovinom
iznosi mo, a moment inercije u odnosu na osu
rotacione si-metrije iznosi I. Na niti namotanoj
na valjak visi teg mase m. Odrediti ubrzanje
tega kada se sistem kre¢e u polju Zemljine
teZe. Obe neistegljive niti, zanemarljive mase,
omotane su oko valjka tako da teze da ga
zarotiraju u istom smeru.

Resenje:  Ubrzanje ose rotacije valjka u odnosu na zemlju &,, odnosno u
odnosu na nit na kojoj visi valjak, jednako je po intenzitetu ubrzanju iste niti, u odnosu
na osu rotacije a'. PosSto je poslednje ubrzanje, jednako tangencijalnom ubrzanju
perifernih tacaka osovine, moze se pisati:

ag=a'=Re,
gde je « ugaono ubrzanje valjka.
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Dok se nit na kojoj visi valjak odmota za I,
centar mase valjka se spusti za istu vrednost. Za isto
vreme se nit na kojoj visi teg odmota za 21, a teg supusti
za 3l. Zbog toga je ubrzanje tega u odnosu na zemlju a
trostruko vece od ubrzanja centra mase valjka u odnosu
na zemlju &, , odnosno:

a=3a, (D)

Kretanje valjka i osovine uslovljavaju dve
jednake sile zatezanja u nitima o koje je obesen T, sila

zatezanja niti na kojoj visi teg T,, sila Zemljine teze

MyG, i njihovi momenti (vidi sliku u resenju), pa se "ﬁ
zakoni dinamike za njihovo translatorno i rotaciono
kretanje mogu napisati u obliku:
MeG + 2T, + T, = myd, ,
ng

Mp g + Mo, + Mg, =la. \

Projekcije prve jednacine na vertikalni pravac, a druge na pravac normalan na ravan
crteza imaju oblik:
Mog — 2Ty + T, = Mpay, )

2T1R+T22R=Iazl%. 3)

Kretanje tega uslovljavaju sila Zemljine teze mg i sila zatezanja niti o koju je
obesen —fz, pa Drugi Njutnov zakon za njegovo kretanje, u vektorskom i skalarnom
obliku, glasi:

mg + (-T,) =ma,
mg—-T,=ma.

AKo se iz poslednje jednacdine izrazi T, =mg —ma i uvrsti u jednacine (2) i (3),
vodeci racuna o jednacini (1), jednacine (2) i (3) se mogu napisati u obliku:

mog—2T1+mg—ma:m0a0:%,
1% _,_a
2T1+2mg—2ma_I¥_lﬁ.

Posle sabiranja poslednjih jednadina, lako se moze odrediti trazeno ubrzanje tega, koje
iznosi:
~ 3(3m+my)R?
I +(Om+my)R? ~
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3.91.0. Niz dve idealno glatke strme ravni, koje
obrazuju  jednake uglove g5 = 45° sa
horizontalom, kreéu se, dodirujuéi se
medusobno, cilindar mase mq = 5 kg i klin
mo = 10 kg (vidi sliku). Odrediti silu kojom klin
deluje na cilindar, ako je trenje izmedu klina i
cilindra zanemarljivo?

Resenje: Na cilindar deluju: sila

Zemljine teze m,§ , normalna reakcija od klina N i normalna reakcija N, od strme
ravni Sq (vidi prvu sliku u resenju), pa se Drugi Njutnov zakon za kretanja cilindra

mozZe pisati u obliku:

”"151:'\]14r I\]2 +mg . 1)

Na klin deluju: sila Zemljine
teze m,§, normalna reakcija Ns od
strme ravni So i normalna reakcija
od cilindra N;. Prema Zakonu
akcije i reakcije ona iznosi
N;=-N,, pa se Drugi Njutnov
zakon za kretanje cilindra moze
pisati u obliku:

m,d, = N3 +N; +m,g

@

Pri pomeranju po
strmoj ravni  Sq ose ci-
lindra za s, dodirna po-
vrsina klincilindar se pomeri
za b (vidi drugu sliku u
reSenju). Posto su trouglovi
OQ'A i BB'C podudarni, to
je BB’ =s, odnosno, prede-
ni putevi ose cilindra i klina
su jednaki. Zbog toga je
ubrzanje klina u pravcu vy -
0se po intenzitetu jednako

ubrzanju ose cilindra u
pravcu X - ose. Oznacimo
intenzitet ovih ubrzanja sa a.
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Posto je N;j =N, projekcije jednagine (1) na X - osu i jedna¢ine (2) na Y - 0su

glase:
ma = —ﬁ N; +£mlg ,
2 2
V2 . 2
R

Posto su trenja u sistemu zanemarljiva, sile reakcija strmih ravni N, i Nj,

odigledno, ne uti¢u na kretanje Klina i cilindra
Eliminacijom ubrzanja iz poslednje dve jednacine, nije tesko odrediti trazenu
silu kojom klin deluje na cilindar, a koja iznosi:

N, =-2MM2 o 654N .

6.91.RP. Covek se nalazi na horizontalnoj platformi, koja rotira
ugaonom brzinom @ =3 rad/s, i gada metu na istoj platformi. U
prvom slucaju se Covek nalazi u centru platforme, a meta na
periferiji, na rastojanju R = 10 m od njega. U drugom slucaju ¢ovek
i meta zamene mesta. Pod kojim uglom, u odnosu na pravac ¢ovek-
meta, ¢ovek treba gurnuti malo telo po platformi da bi pogodilo
metu, u oba slucaja. Pocetna brzina tela u odnosu na platformu je vq
= 60 m/s. Trenje izmedu tela i platforme zanemariti.

Resenje: Slucaj I. Posto na telo ne deluju sile u horizontalnoj ravni (trenje izmedu tela
i platforme zanemarljivo), ono se, u inercijalnom referentnom sistemu, tj. u odnosu na
zemlju, kre¢e prema meti ravnomerno pravolinijski, brzinom jednakom pocetnoj brzini
(vidi prvu sliku). Jednacine kretanja platforme i tela

mogu se hapisati u obliku:

@=ot i S=vgt.

Da bi ¢ovek (C) pogodio metu (M) u tacki M,
telo mora preci put S= R, za vreme dok se platforma
zarotira za trazeni ugao. Eliminacijom vremena, iz
prethodnih jedna¢ina, moguce je odrediti traZeni
ugao, koji iznosi:

p=ot= a)5 =0.5rad .
Vo



Slucaj II. Periferna brzina tatke V,, u kojoj se
nalazi ¢ovek (C), ima intenzitet V, =Re. Telo treba

gurnuti tako da mu ukupna brzina v, kao vektorski
zbir ove brzine i brzine tela u odnosu na platformu
Vp, bude usmerena ka centru, tj. meti (M) (vidi

drugu sliku). Odnos periferne i pocetne brzine iznosi:

Prema jednaéini (U126), to zna¢i da je ugao ¢
jednak 30°. Drugim re¢ima, u ovom slu¢aju telo treba

gurnuti pod uglom od 30°, u odnosu na pravac
¢ovek-meta, da bi pogodilo metu.
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7.91.RP. Granata, koja leti brzinom v = 50 m/s, raspada se pri
eksploziji na dva dela. Veéi deo, Cija masa iznosi 75% mase cele
granate, nastavlja da se krece u istom smeru brzinom v, = 75 m/s.
Odrediti brzinu manjeg dela granate, neposredno posle eksplozije.

Komentarisati dobijeni rezultat.

Resenje: Mase veceg i manjeg dela granate iznose 0.75m i 0.25m, gde je m
masa cele granate. Posto eksplozija granate traje veoma kratko, na nju se moze
primeniti Zakon o odrzanju impulsa, koji se moZe napisati u obliku:

mv = 0.75mv; + 0.25mv,, .

Ako koordinatni
sistem postavimo tako da A
se pravac X - ose poklapa
sa pravcem kretanja
granate i njenog veceg
parceta, a da je pravac Y -

C

IMocne excmno3uje

ose normalan na ovaj IIpe excmno3uje
pravac (vidi sliku),
projekcije prethodne

jednadine na X i Yy - osu
imace oblik:

mv =0.75mv; +0.25mv,, ,
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0=0+0.25v,, .

Iz druge jednacine je, ocigledno, V,, =0, odnosno, manje parce granate se krece

takode u pravcu X - ose brzinom koja moze da se odredi iz prve jednadine, i koja iznosi

Vo = mv —0.75mv; _ v—0.75v; =—259.
2 0.25m 0.25 s

Znak minus pokazuje da se manji deo granate kre¢e u suprotnom smeru od
smera X - 0se, tj. od smera kretanja granate i njenog veceg parceta.

8.91.RP. Na tankoj niti duzine | = 1 m visi mala kuglica
(matematicko klatno). U trenutku to =0 tacka oslonca pocinje da
se krece ravnomerno pravolinijski brzinom Vv u horizontalnoj ravni.
Posle kog vremena treba zaustaviti (trenutno) tacku oslonca pa da
kuglica ostane da miruje.

Resenje:  Ako se opisano kretanje posmatra iz referentnog
sistema vezanog za oslonac, u trenutku t, = 0, oslonac miruje, a kuglica pocinje da se
kreée podetnom brzinom v. Drugim re¢ima, iz ovog sistema, poCetak opisanog kretanja
izgleda kao polazak kuglice obi¢nog matemati¢kog klatna iz ravnoteznog poloZaja.

Kada kuglica zavr$i jednu punu oscilaciju u navedenom sistemu ¢e imati istu
brzinu v, odnosno, u sistemu vezanom za okolinu imace brzinu nula. Ako u tom
trenutku trenutno prestane kretanje oslonca, kuglica ¢e ostati da miruje.

Prema tome, da bi kuglica stala, kretanje oslonca treba zaustaviti posle vremena
koje je jednako periodu matematickog klatna, koje ima duzinu kao posmatrana nit,

odnosno, posle vremena:
I
T=2n|—=2s.
g

9.91.RP. Na horizontalnoj platformi kolica, koja se krecu
konstantnim ubrzanjem a, nalazi se pun homogen valjak. Usled
ovog kretanja kolica, valjak se kotrlja po povrSini kolica bez
proklizavanja u suprotnom smeru od smera kretanja kolica. Odrediti
odnos ubrzanja centra mase valjka, u odnosu na zemlju, i ubrzanja

kolica, ako je moment inercije valjka mr2/2 .

Resenje:  Valjak rotira usled delovanja sile trenja (vidi sliku), pa se Oshovni
zakon dinamike rotacije valjka moze napisati u obliku:
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Iazgmrza: Fyrl .

Posto nema proklizavanja, ubrzanje ose rotacije valjka, u odnosu na kolica,
jednako je po intenzitetu tangencijalnom ubrzanju perifernih tacaka valjka u odnosu na
0su njegove rotacije i iznosi:

2F,
B =ra=——=. @ a,
F
Ubrzanje ose rotacije valjka, u a
odnosu na zemlju, prema jednadini |
(U12), iznosi &, =a+4,, a intenzitet @) @)

. .. . X
mu je a, =a—a,. Translaciju valjka u

horizontalnom pravcu vrsi sila trenja,
pa se Drugi Njutnov zakon za njegovo kretanje moze napisati u obliku:

F,=ma, =m(@+3,),

Ako se uzme u obzir jednacina (1), projekcija ove jednacine na X - osu moze se
napisati u obliku:
ma,
F.=m(a—a,) :TO'
Odavde se lako moze odrediti trazeni odnos ubrzanja, Koji iznosi:

QD

8, _a-3 _
a a

10.91.RP. Metak mase m =10 g leti

= = horizontalno i udara u horizontalnu

@\\\ @\\ dasku mase M = 2 kg, koja je obe$ena o

N dva uzeta duzine po | =1 m, i ostaje u

b njoj. Posle udara uzad se otklone od

vertikale za 60° (vidi sliku). Odrediti

% brzinu metka pre udara u dasku Vo.

> | Zanemariti vreme zaustavljanja metka u
dasci.

Resenje:  Posto udar metka u dasku traje kratko, na sudar se moze primeniti
Zakon o odrZanju impulsa, ¢ija se projekcija na horizontalni pravac moze napisati u
obliku:

mvy =(m+M)v, 1)
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gde je v brzina sistema metakdaska neposredno posle udara.
Pri kretanju ovog sistema posle sudara, kineti¢ka energija prelazi u potencijalnu,
pa se Zakon odrZanja energije za sistem moZe napisati u obliku:

m+M
v,

(m+M)gh=

gde je h maksimalna promena visine sistema. Iz ove jednacine sledi da je:

v=\2gh . )

PoSto ugao izmedu mak-
simalno pomerenih uzadi i vertikale
iznosi 60°, prema jednacini (U126),
vazi slede¢i geometrijski odnos (vidi

—
’
S/
’
’
~
’
’
d

™
Iyl
D
(o)
2
/
/
/
/
[=2)
\&
/
/
/
/
/

sliku u resenju): + AR R N
1 )
I-h==1, h
2 . +
paje ,V" |
1
h==1. 3
> @)

1z jednacina (1), (2) i (3) moZe se odrediti traZzena brzina metka, koja iznosi:

m+M m+M m+M m
Vo = - V= - 1/29h=T\/az630?.

11.91.S. Paralelepiped duzine | nalazi se na
7 horizontalnoj idealno glatkoj povrsini. Na
jedan kraj paralelepipeda je postavljeno telo
¢ija je wveli¢ina zanemarljiva u odnosu na
duzinu grede. Odnos mase grede i mase tela je

n. Odrediti najvecu brzinu kojom moze da se

v kreée paralelepiped, da posle njegovog elas-

~~ M tiénog sudara sa vertikalnim zidom, telo ne

Y, 7 padne sa njega (vidi sliku). Koeficijent trenja
7 izmedu tela i paralelepipeda je s .

Resenje: Neposredno posle elasti¢énog odbijanja od zida, paralelepiped se vrac¢a unazad
brzinom -V, koja je po intenzitetu jednaka brzini V, koju je imao pre sudara.
Medutim, telo na gredi nastavlja da se krece, po inerciji, brzinom V , koju je imalo pre
udara paralelepipeda u zid (vidi poloZaje 1 i 2 na slici u reSenju zadatka).
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Posto na kretanje posmatranih tela po horizontali ne utiéu direktno vertikalne
sile (uti¢u posredno preko sile trenja), sila Zemljine teZe i reakcija podloge, na slikama
u reSenju ove slike nisu predstavljene. Na kretanje po horizontali uti¢u samo sile trenja

Ift i Ift'. Po Zakonu akcije i reakcije ove sile imaju isti intenzitet. Lako se moze

/ / /
1) 2) 3)
v vV £ )
v [ 11 | %
- M F; —
7 74 L 7%

pokazati
Fr=FR=umg.

Pri najvecoj brzini koju sme da ima sistem pre udara u zid, a da telo ne padne sa
paralelepipeda vn., telo treba da zaustavi sila trenja na drugom kraju paralelepipeda.

Zbog ilustracije razliitih prilaza istom problemu, nastavak zadatka ¢e biti reSen
na tri na¢ina.

I nac¢in: Pomenute sile trenja paralelepipedu i telu, prema Drugom Njutnovom zakonu,
saopstavaju usporenja:

F u mg ug . F
MM M n n T e @

U referentnom sistemu vezanom za paralelepiped, neposredno posle sudara
paralelepipeda i zida, telo se, prema jednacini (U10), kre¢e brzinom:

Vil =V+V =2V, 2

koja predstavlja poc¢etnu brzinu ravnomerno usporenog kretanja tela po paralelepipedu.
Usporenje tela u ovom referentnom sistemu, prema jednacini (U12), iznosi:

1
a=a,+ay = 1+H "y .

Krecuc¢i se ovim usporenjem, prema jednacini (U31), do zaustavljanja telo
prelazi put:
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Trazena maksimalna brzina v kojom moze da se kreée paralelepiped pre

max >
udara u zid, moze se odrediti iz prethodne jednacine, uzimajudi da je V=V, za s=1,

i iznosi:
S CHES CE R
fmex M) 2 n) 2 °

II nacin: U referentnom sistemu vezanom za paralelepiped krece se samo telo na

njemu. Ovaj sistem je neinercijalan, krece se ubrzanjem paralelepipeda &,,, ¢iji je
intenzitet dat jednac¢inom (1). U tom

sistemu, pored sile trenja Ift, nad telom Y \

. L L= ~ y
vi$i rad inercijalna sila F, =—ma,,

(vidi drugu sliku u resenju).

Obe sile imaju suprotan smer od rax o
smera brzine (pomeraja), tako da im je <)—|-1—> .
rad negativan. Ako se paralelepiped pre ay F ~— K
sudara kretao trazenom maksimalnom X
brzinom v, , prema jednacini (2), br- 7
zina tela neposredno posle sudara, u
ovom sistemu, iznosi 2v,, . Telo se

zaustavlja na kraju paralelepipeda, zahvaljujuéi radu navedenih sila, koji iznosi:

2
m m
AZ—Ftl __Finl Z—ﬂmgl —#Tgl =—u mgl(l'FMj

Ovaj rad je, prema jednacini (U95), jednak promeni energije tela, u ovom
slu¢aju kinetic¢ke, pa se moze pisati:

A=—umgl = AE, = E, —E; =—Ey, =%m(2vmax)2 =2mvZ,, .

Iz ove jednaline se moze lako odrediti trazena maksimalna brzina
paralelepipeda, data jednac¢inom (3).

Il nacéin: Izmedu trenutka neposredno posle sudara (polozaj 1 na tre¢oj slici u
reSenju) i trenutka zaustavljanja tela na drugom kraju (polozaj 2 na istoj slici)
paralelepipeda na sistem ne deluju spoljasnje sile u pravcu x - ose, pa se na kretanje
moze primeniti Zakon o odrzanju impulsa.

Ako se telo zaustavi u odnosu na paralelepiped na njegovom kraju, brzina tela i
paralelepipeda u odnosu na zemlju su iste, ozna¢imo je sa Vi, . U tom sluéaju intenziteti

brzine paralelepipeda i tela u polozaju 1 odgovaraju trazenoj maksimalnoj brzini
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paralelepipeda v, , pa se projekcija Zakona o odrzanju impulsa na X - osu moze

napisati u obliku:
Mv—mv =(M +m)y,. (4)

Pretpostavimo da su paralelepiped i telo neposredno posle sudara i u trenutku
zaustavljanja tela na kraju paralelepipeda rasporedeni kao na tre¢oj slici u resenju. Zbog
pretpostavljenih smerova
pomeraja u odnosu na
sile, rad paralelepipeda
nad telom iznosi F/s,, a ]”

rad tela nad para-

. _ -~ 5 > Y
Ieleplpe.dom Fs,, gde D I F L_",O 2)
su s, i s, odgovarajuci — — R CECEEEE %
. . . E — -V ! —
predeni putevi. PoSto je [ ‘ ‘

veliCina tela mala, to je A
s, —S, =1, pa ukupan rad

izvrtSen  nad  parale-

lepipedom i telom iznosi:

A=Ay + A, =F(s, — Fs; = 1mgs, — umgs; = 1mg(s, —s;)=—zmgl
= umg(s, —s;) =—pmgl

Ovaj rad je, prema jednacini (U95), jednak promeni energije sistema, u ovom
slucaju kineticke, pa se moze pisati:

Ako se uzme u obzir da trazena maksimalna brzina paralelepipeda odgovara
zaustavljanju tela na njegovom kraju, prethodna jednac¢ina se moze napisati u obliku:

12 2 2
—ymglz(m+M)V _(mvmax_'_MVmaxJ_ (5)

2 2 2

Eliminacijom brzine v, iz jednacina (4) i (5), moze se odrediti trazena

maksimalna brzina, data jednac¢inom (3).

Napomena: Treba primetiti da smo na treéoj slici u reSenju slobodno
pretpostavili da je s; >1, zbog cega je pomeraj tela na paralelepipedu u smeru sile

trenja IEt . Zbog toga je rad ove sile pozitivan, Sto moze biti na prvi pogled neobic¢no.
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Treba naglasiti da rad sile trenja zavisi od referentnog sistema iz koga se
kretanje posmatra. Rad pojedinih sila trenja, kao unutrasnjih sila nekog sistema, moze
biti pozitivan u nekom referentnom sistemu. Da bi to bilo ilustrovano pretpostavljen je
raspored tela prikazan na slici. Medutim, ukupan rad svih sila trenja u izolovanom
sistemu je uvek negativan, pa smanjuje energiju sistema.

Koris¢enjem zakona dinamike, lako se moze pokazati da je u ovom zadatku
S, <0, odnosno da smer pomeraja na trecoj slici u reSenju nije dobro pretpostavljen, pa

je i rad sile trenja koja deluje na telo na paralelepipedu negativan.

1.92.0. Brod A je dugadak ln =65 m, abrod B Iz =40 m. Ako
brodovi plove rekom u istom smeru, brod A prestize brod B za t; =
70 s. Ako se brodovi kre¢u jedan drugom u susret, njihovo
mimoilazenje traje t, = 14 s. Odrediti brzine brodova na mirnoj
vodi, ako njihovi motori u svim slu¢ajevima rade istom snagom.

Resenje:  Vreme potrebno za prestizanje i mimoilazenje brodova zavisi od
relativne brzine jednog broda u odnosu na drugi, a ne zavisi od referentnog sistema
odakle se kretanje posmatra, pa ni od kretanja vode. Najjednostavnije je posmatrati
navedeno kretanje iz referentnog sistema vezanog za jedan od brodova. U tom sistemu
drugi brod prelazi put I, +1g i pri prestizanju i pri mimoilazenju. Iz referentnog
sistema vezanog za brod B, intenzitet brzine kojom brod A prolazi pored njega u
slu¢aju prestizanja iznosi v, —vg, a u slu¢aju mimoilazenja v, +Vvg . Ako primenimo
jednac¢inu (U17) na ravnomerno kretanje pri prestizanju i mimoilaZzenju moze se pisati:

Ia+1g =(VA_VB)t1 i

Iz ovog sistema jednacina se mogu odrediti trazene brzine brodova u odnosu na
vodu, koje iznose:
I +1g Nt +t m .
:(A BXl 2):4_5_ i
2tt, S

Vy= (Ia+1e )t —t) _gm
2tt, S

Ovo su, istovremeno, i trazene brzine brodova u odnosu na obalu, kada voda miruje.
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2.92.0. Kompozicija voza se sastoji od vagona iste duZine.
Posmatrac, koji u trenutku polaska voza stoji pored prednje strane
prvog vagona, primetio je da je ovaj vagon prosao pored njega za
vreme t; =4s. Ako se voz krece ravnomerno ubrzano, odrediti

koliko ¢e vremena pored posmatrata prolaziti deveti vagon.
Zanemariti rastojanje izmedu vagona.

Resenje: Posmatrajmo kretanje prvog, prvih osam i prvih devet vagona. Posto
su sva ova kretanja ravnomerno ubrzana, bez pocetne brzine, predeni putevi i
odgovaraju¢a vremena prolaska pored posmatra¢a, povezani su jednadinama (vidi
jednacinu (U27)):

1 ., 1 ., . 1,
| ==at/, 8l ==at i 9l ==ats.
21 28 270

Vreme kretanja devetog vagona pored posmatraca je jednako razlici vremena
prolaska prvih devet (tg) i vremena prolaska prvih osam vagona (tg), odnosno:

At=ty—t; =t,(3-2/2)=0.7s.

4.92.0. Koliko bi trebalo da traje dan na Zemlji da bi tela na
njenom Ekvatoru bila u bestezinskom stanju? Polupre¢nik Zemlje
na Ekvatoru iznosi R = 6370 m.

Resenje: Na Ekvatoru na telo mase m deluju sila Zemljine teze mg i normalna

reakcija podloge N (vidi prvu sliku u re§enju zadatka), pa se Drugi Njutnov zakon za
njegovo kretanje moze napisati u obliku:

ma=mg+N .
Projekcija ove jednadine na X - osu ima oblik:

mag, =mg— N, 1

gde su ag, centripetalno ubrzanje i mag, centripetalna sila. TeZina tela je po intenzitetu
jednaka normalnoj reakciji podloge, odnosno:

2
Q:N:mg—macp=mg—mRa>2=mg—mR(2T—ﬁ) : 2)
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U bestezinskom stanju tela ne
deluju na podlogu, pa time ni podloga
na njih, t. Q=N=0. Posle

uvr§tavanja ovog uslova u prethodnu \o
jednacinu, mogucée je odrediti period R
rotacije Zemlje, pri kome bi postijalo N .
bestezin-sko stanje na Ekvatoru, Kkoji N ep ,
iznosi: m? 0 x
R vV
T= 2;:\/%:56005 ~1"24'.

Napomena 1. Zadatak je resen
tako $to je kretanje posmatrano iz referentnog sistema vezanog za osu rotacije Zemlje,
koji se moZe smatrati priblizno inercijalnim, ako se zanemari kretanje Zemlje oko
Sunca. U tom sistemu telo kruzi
zahvaljujuéi  postojanju stvarne,
centripetalne sile. Re§imo ga i u o
neinercijalnom sistemu, vezanom za R
telo na Ekvatoru. U njemu pos-matrano
telo miruje, a na njega, prema
jedna¢inama (U87) i (U88), pored 0
pomenutih  deluje i inercijalna,
centrifugalna sila Fy =-ma (vidi
drugu sliku u resenju), pa se Drugi
Njutnov zakon, za kretanje tela u ovom
sistemu, moze napisati u obliku:

=, S
ooy <

<
II%
o

0=mg+N+Fy=mg+N-ma.

Posto je ubrzanje neinercijalnog sistema u stvari centripetalno ubrzanje
referentnog tela na Ekvatoru, ova jednacina je ekvivalentna jednacini (1), pa bi dalje
reSavanje zadatka teklo na ve¢ opisani nacin.

Napomena 2. Malo komplikovanija varijanta zadatka bi zahtevala i odredivanje
ubrzanja Zemljine teZe, ako su poznati masa Zemlje M i univerzalna gravitaciona
konstanta y . U tom slucaju bi, prema jednacini (U85), jednacina (2) imala oblik:

2
mM 2r
= N =Y ——| — ,
Q =y (T )
pa bi trazena duZzina dana iznosila:

T=2rx /i ~5600s ~1"24' .
M
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7.92.RG. Tenk se kre¢e po pravoj putanji prema topu stalnom
brzinom v = 36 km/h. Kojom pocetnom brzinom treba ispaliti
granatu iz topa, pod uglom « = 30°, da bi pogodila tenk, koji se u
trenutku ispaljivanja nalazio na rastojanju d = 8 km?

Resenje:  Ispaljena granata se krec¢e kao kosi hitac (vidi sliku u resenju). Iz
geometrijskih odnosa (vidi jednacine (U125) i (U126)) sledi da komponente pocetne
brzine granate u smeru koordinatnih osa iznose:

V3

Vo, = —V,
0x 2 0

Prema jednacini (U39), domet granate, kao domet kosog hica, iznosi:

_ 2VOxVOy _ \/§Vg
g 29

max

Prema jednadini (U39), ukupno vreme leta granate, kao vreme kretanja kosog
hica, iznosi:

t _ 2V0y _ V0
"9 9
Za vreme leta granate tenk prelazi put:
w
s=wvt, =—2.
g

Da bi granata pogodila tenk, domet granate mora biti jednak razlici poéetnog
rastojanja top - tenk i puta koji tenk prede za vreme leta granate (X, =d —S).

Uvrstavanjem dobijenih veli¢ina u ovu jednakost, i sredivanjem izraza, moze se dobiti
kvadratna jednacina za odredivanje traZzene pocetne brzine granate:

J3vZ + 2w, —2gd =0
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Fizi¢ki smisao ima samo pozitivno reSenje jednacine, pa traZzena pocetna brzina granate

iznosi:
— V4% +8J3gd  3v 24/3gd m
Vo = SV 1 2509 g ) 005,
2\/5 3 v S

9.92.RG. Metalna kugla mase M pusti se da slobodno pada sa
visine H = 40 m. Istovremeno se sa zemlje, ispod kugle, ispali
metak mase m U njenom pravcu, po¢etnom brzinom Vo = 200 m/s.
Prilikom sudara metak se zabije u kuglu i ostaje u njoj. Odrediti
odnos masa kugle i metka M/m, pri kome ¢e sistem kugla-metak
posle sudara poceti da pada bez pocetne brzine. Zanemariti
dimenzije kugle.

Resenje: Neka je X - osa usmerena vertikalno duz putanje tela, sa koordinatnim
po¢etkom na povrSini zemlje. Kretanja kugle i metka su ravnomerno ubrzana sa
ubrzanjem Zemljine teze (vidi sliku u resenju). Jednacine kretanja ovih tela odredi¢emo
koriséenjem jednacine (U22), gde je:

za kuglu: Xo=H Vox =0 a,=-g,

za metak: X =0 Vox =V a,=-g.

Jednacine kretanja kugle i metka mogu se napisati u obliku:
1 ., . 1
X =H-=oqgt i X, =Vt —=gt°.
1 5 g 2=Vl =5 g

Do sudara dolazi kad su koordinate kugle i metka jednake ( x; = X, ), odnosno,
kada je:

1 1
H-=gt2 =vst— = gt?.
29 0 29 \

X
Odavde se moze odrediti vreme nakon koga dolazi do sudara, & TH
koje iznosi:
H
t=—.
Vo
Brzine kugle i metka neposredno pre sudara, prema
jednacini (U19), posle uvrstavanja vremena, mogu se napisati u
obliku: \
H —>
vk:gt:ﬂ vmzvo—gtzvo—g—. Yo
Vo Vo 0
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Posto sudar metka i kugle traje veoma kratko, vazi Zakon odrzanja impulsa:
mv,, + MV, =(m+M )V .

Prema uslovu zadatka, brzina sistema kugla-metak posle sudara (v) treba da bude
nula, pa se projekcija ove jednacine na X - osu moze napisati u obliku:

mv,, — My =(M +mj =0,

pa je trazeni odnos masa jednak:

=-0 - -1~101.
vV, gH

M v, V§
m

— 12.92.RP. O vrh masivnog stuba, koncem
a zanemarljive mase, duzine |, obesena je kugla
—_— radijusa R, i naslonjena na stub (vidi sliku).
Stub je pri¢vrséen za kolica koja se krecu u
oznafenom smeru ubrzanjem koje se menja sa
vremenom po zakonu a(t)=-kt, gde je k

pozitivna konstanta. Posle koliko vremena ce
do¢i do odvajanja kugle od stuba?

| -,
Q Q

Resenje: Postavimo koordinatni sistem
kao na prvoj slici u reSenju zadatka. Negativno
ubrzanje kolica u smeru njihovog Kkretanja,
odnosno u smeru X - ose, znac¢i da kolica, u

stvari, imaju ubrzanje u suprotnom smeru &', ¢iji intenzitet iznosi kt . Dok je kugla
oslonjena na stub, na nju deluju sila Zemljine teze m@, sila normalne reakcije veze

stuba N i sila zatezanja konca T , pa se Drugi Njutnov zakon za kretanje kugle moze
napisati u obliku:
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ma’'=mg+N+T .
Projekcije ove jednadine na X iy
0suU mogu se napisati u obliku:

-ma’'=N-T, i
O=-mg+T,.
Iz geometrijskih odnosa, tj.
sli¢nosti trougla AVS i trougla sila

(vidi drugu sliku u resenju), moze
se dobiti:

T, =T —R
I+R
2
T, =T vVI©+2IR . «
I+R E
U trenutku kada stub prestane delovati na kuglu, tj. N;‘z
kada postane N =0, dolazi do odvajanja kugle od stuba. Ako %
se iskoristi ovaj uslov, iz prethodnih jednacina se lako mozZe <
dobiti:
ma'=mkt =T, =T R I+R R R A

y
I+R 1242IR I+R JIZ +2IR

Iz poslednje jednacine se moze odrediti vreme, nakon koga ¢e se kugla odvoyjiti
od stuba, koje iznosi:
R

NS

=2
k

13.92.RP. Ako nasu planetu mozemo smatrati homogenom kuglom
radijusa R = 6372 km, odrediti na kojoj je dubini ispod povrsine
Zemlje ubrzanje Zemljine teZe jednako ubrzanju na istoj tolikoj
visini iznad njene povrSine. Pri reSavanju zadatka voditi rauna o
tome da na telo na dubini h ne deluje sloj Zemlje sa manje dubine,
odnosno da se delovanja pojedinih delova ovog sloja na telo ponis-
tavaju.

Resenje:  Ako se masa Zemlje M :%,0721?3 uvrsti u jednacinu (U8S5)

moze se dobiti ubrzanje Zemljine teze na visini h iznad povrsine Zemlje, koje iznosi:
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M = ﬂ%oﬂ' i
(R+hP 37 (R+hf

Oh =7

Prema tekstu zadatka, za privlacenje tela na dubini h je odgovoran deo Zemlje
polupreénika R - h. Masa tog dela Zemlje M', moze se odrediti izjednaavanjem
gustine Zemlje izraZzene preko mase cele Zemlje i preko mase njenog posmatranog dela,
odnosno:

M M MM

%(R—hfﬁ .

Odavde je masa dela Zemlje koji privlaci telo na dubini h jednaka:

Analogno jednacini (U84), za ubrzanje Zemljine teZe na dubini h se moZe dobiti:

’

4
o, =y——=—yor(R-h).
h (R _ h)2 3 ( )
Prema uslovu zadatka je gf, =0,. Izjednacavanjem izraza dobijenih za ove
veli¢ine, moze se dobiti kubna jednacina po h:

h + Rh? — R?h = h{h? + Rh—R?)=0.

Trivijalno reSenje ove kubne jednaéine je h = 0. Druga dva reSenja su reSenja kvadratne
jednacine h? +Rh+R? =0, koja glase:

~1+45

Posto je pretpostavljeno da h predstavlja apsolutne vrednosti visine i dubine,
negativno re$enje nema fizickog smisla. Prema tome, trazena dubina iznosi:

J5-1

2

h=R ~ 3938km .
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14.92.RP. Pun homogeni valjak, radijusa R i mase M,
moze slobodno da rotira oko nepokretne horizontalne
ose koja prolazi kroz centre njegovih bazisa. Na
valjak je jednim slojem namotano tanko neistegljivo
uze duzine | i mase m, kao na slici. Odrediti ugaono
ubrzanje valjka u funkciji duzine X odmotanog dela
uzeta. Uzeti da je centar mase namotanog dela uZeta
X na osi cilindra. Moment inercije valjka oko ove ose

iznosi | =MR?/2.

Resenje: Umesto odmotanog dela uzeta, moze
se posmatrati teg iste mase koji visi na neistegljivoj
niti zanemarljive mase (vidi slike u reSenju). Masa

odmotanog uzeta moze se odrediti iz proporcije:

« X o
i i iznosi m,=——.

Posto je uze tanko, pa su mu sve tacke prakti¢no na jednakoj udaljenosti od ose
rotacije, moment inercije uzeta na valjku je jednak momentu inercije materijalne tacke

iste mase na istoj udaljenosti od ose rotacije, i iznosi (m—mX)RZ. Moment inercije
valjka i uzeta namotanog na njega iznosi:

| =%MR2 +(m-m, )R? =[%+m(l—lfﬂR2.

Valjak i deo uzeta na njemu rotira sila zatezanja niti, pa Osnovni zakon dinamike
rotacije ovog sistema glasi:
RT =la.

\ N

~y




70

Na deo uZeta koji visi deluju sila Zemljine teze i sila zatezanja, pa se Drugi
Njutnov zakon za njegovo kretanje moze napisati u obliku:

m@a=m,g-T,

Ako se uzme u obzir da je ubrzanje uzeta koje visi jednako tangencijalnom
ubrzanju perifernih tacaka valjka, odnosno, da je a =a; = Rer, vodedi racuna o ranijim
izrazima, prethodna jednacina se moze napisati u obliku:

Iz ove jednaine se moZe izraziti trazena zavisnost ugaonog ubrzanja valjka od
duzine uZzeta koje visi X, koja ima oblik:

2m
a(x):RI(M—EZm)x.

15.92.RP. Stajnerova teorema glasi: Ako je o
moment inercije tela mase m oko ose O koja prolazi
kroz njegov centar mase, onda je njegov moment
inercije oko ose O paralelne osi O i na rastojanju d
od nje dat izrazom:

I=1,+md? .

U svetlu ove teoreme odrediti moment inercije
komada tanke homogene Zice duZzine | i mase m,
savijenog u obliku dva jednaka polukruga, koji su
tako spojeni da Cine latinico slovo "S" (vidi sliku),
oko ose normalne na ravan slike i koja prolazi kroz
jedan njegov kraj (tacka A na slici).




Resenje:  Moment inercije je aditivna veli-¢ina, pa
se moment inercije date Zice moze odrediti kao polovina
momenta inercije zice u obliku broja 8, sastavljenog od
krugova navedenog polupreénika (vidi sliku u resenju
zadatka).

Posto je | obim oba polukruga, njihov polupre¢nik
iznosi:

R=——.
2z

Posto je zica tanka, moment inercije jedne kruzne
Zice, oko ose koja prolazi kroz njen centar, i normalne na
ravan u kojoj lezi, iznosi:

l, =mR2.

Po Stajnerovoj teoremi, moment inercije oko trazene
ose, za krug 2 koji dodiruje osu, iznosi:

l, = Iy +md? = mR? + mR? = 2mR?,

dok za krug 1 iznosi:

I, = Ig+md3 = mR? + m(3R)* =10mR?.

Zbog aditivnosti momenta inercije, moment inercije "osmice" je jednak zbiru
ova dva momenta, dok je trazeni moment inercije zice jednak njegovoj polovini,

odnosno:

Savezno takmiéenje 1992, Obrenovac

skakaonice

maruju.

16.92.S.  Skakac

horizontalnom  smeru.
iznosi h = 4.2 m u odnosu na podnoZje,
koje zaklapa wugao od 45°
horizontali (vidi sliku). Odrediti duzinu
skoka skakaca d, tj. rastojanje izmedu
podnozja skakaonice i mesta gde skakac
dodirne podlogu, ako se trenja zane-

rampu

u

rampe

prema
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Resenje:  Skaka¢ se moze smatrati materijalnom tackom u opisanom kretanju, koje se
odvija po zakonima kretanja kosog hica. Ako koordinatni sistem postavimo kao na slici
u reSenju zadatka, jednacine kretanja skakaca imaju oblik:

. 1 .,
X =Wt i =-h-=gt°.
y 29

Eliminacijom vremena iz ovih jednacina, moZe se dobiti jednacina putanje skakaca,
koja ima oblik:
gx’

y=-h->"—.
2v?

=

>
>>>>>¥ Vo %o

—

Posto je podloga nagnuta pod
uglom od 45° u odnosu na ho-
rizontalu, dodirna tacka skakaca sa =N
podlogom je spustena ispod podnozja
za isto rastojanje X, , koje skakac prede
duz x - ose (vidi sliku u resenju).
Uvrstavanjem koordinata mesta dodira > X
skakaca 1 podloge (y=-h-x, i
X=Xp) u jednadinu putanje, moze se
dobiti:

45°

-(h+x,)

2
—h-xy=-h-20,
2V
odnosno:

9% —2v¥x, —2v?h =0.

Resenja ove kvadratne jednacine po X, (vidi jednacinu (U127) jesu:

. vZ +.Jv* +2v2gh
0,, — .
% g

Fizi¢ki smisao ima samo pozitivno resenje jednacine, pa je:

y vZ +4v2 +2v2gh
0 = L

b g

a trazeno rastojanje iznosi:

d =~/2%, :@(vh/vz +2ghj ~338m.
g
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6.93.RG. Covek je odveslao iz pristanista niz vodu s; = 20 km i
vratio se nazad posle T =7 ¢asova. Pri povratku, na rastojanju s, =
12 km od pristanista, sreo je splav, koji je pored pristanista proSao
u trenutku kada je on krenuo na put. Odrediti brzinu v, kojom je
¢amac plovio niz reku. Pretpostaviti da je covek sve vreme
putovanja veslao istom snagom u pravcu toka reke i da je otpor
kretanju ¢amca konstantan.

Resenje:  Posto u zadatku nije naglaseno, podrazumeva se da je potrebno
odrediti brzinu ¢amca u odnosu na obalu, kada plovi niz reku. Posto ¢ovek sve vreme
vesla istom snagom u pravcu toka reke i posto je otpor Kretanju ¢amca konstantan,
prema jednacini (U99), brzina ¢oveka u odnosu na reku je konstantna, oznacimo je sa
Vl .

Brzina ¢amca u odnosu na obalu je jednaka zbiru brzine ¢amca u odnosu na reku
i brzine toka reke u, pri kretanju ¢amca niz reku, odnosno razlici ovih brzina, pri
kretanju ¢amca uz reku. Prema tome, vreme kretanja ¢amca niz vodu i vreme kretanja
¢amca uz vodu, do povratka u pristaniste, iznose:

S .
Vv, +U Vi —u
pa ukupno vreme kretanja ¢amca, od polaska iz pristanista do povratka u njega, iznosi:

2v;
T=t+t,=8,5——. (1)
Posto se splav kreée brzinom toka reke, camac i splav su se sreli nakon vremena
t;=s,/u od poletka kretanja ¢amca. Ovo vreme je istovremeno jednako zbiru

vremena kretanja ¢amca nizvodno i vremena kretanja camca uzvodno do susreta, tj. dok
ne prede put jednak $; —S,, pa je:

S2 S1 S1—5
u v.+u Vv_.-—-Uu
1z ove jednacine se lako dobija
v, = u[ﬁ - J . 2
S2

Eliminacijom v; iz jednacina (1) i (2), moze se odrediti brzina reke, koja iznosi:
u=(Z8-%)5 1 _ km
2(s;—58,) T h
Trazena brzina ¢amca u odnosu na obalu, kada plovi niz reku, prema jednacini
(U10), jednaka je zbiru brzine ¢amca u odnosu na reku i brzine reke (posto obe brzine
imaju isti smer), i iznosi:
28, km

v:v1+u=u(— 1J+u=ﬁu:10—.
S, S, h
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kﬂ) 8.93.RG. Po zici u obliku kruznice, poluprecnika R =
0] 9.81 cm, koja rotira oko svog vertikalnog pre¢nika, moze
da Klizi bez trenja mali prsten (vidi sliku).

a) Odrediti najveéu ugaonu brzinu @, pri kojoj prsten
jos uvek moze da bude u ravnotezi samo na osi rotacije.
b) Ako je ugaona brzina rotacije @, = 5 rad/s, onda je
sila kojom prsten deluje na Zicu u stanju ravnoteze
N, =10%N. Odrediti pri kojoj ugaonoj brzini , ova

silaiznosi N, =4-107N.

Resenje: Pretpostavimo da u
slucaju kada je u ravnotezi izvan ose
rotacije, prsten kruzi po kruznici
polupreénika r (vidi slikn u resenju
zadatka). Na njega deluju sila Zemljine
teze mg i normalna reakcija veze (zice)

N, pa se Drugi Njutnov zakon za
njegovo kretanje moze napisati u obliku:
ma=mg+N . (1)
Posto prsten kruzi, jedino ubrzanje
koje poseduje je centripetalno, koje iznosi
re?, pa se projekcija gornje jednacine na
X - osu moze napisati u obliku:

mro? = N,
Iz slinosti trougla sile i trougla OAV, sledi:
N R
N, T

X

Iz poslednje dve jednadine se moZe odrediti normalna reakcija Zice, koja iznosi:

=MmRw?.

R
N:NX?

Projekcija jednacine (1) na y - osu ima oblik 0=-mg +N,, pajeN, =mg. Kada je
prsten na osi rotacije normalna reakcija veze je u ravnotezi sa silom Zemljine teze,

odnosno N =N, =mg .

a) Kada je prsten u ravnoteznom polozaju izvan ose rotacije, tada je N, =0, pa

N=N2+N2>N,=mg,

je:
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mR®?* >mg .

Najveéa ugaona brzina pri kojoj prsten moze biti u ravnoteZi samo na osi
rotacije, prema ovoj nejednacini, jednaka je:

rad
Dpax = % z:I.OT .

b) Kada zica rotira ugaonom brzinom @; Koja je, prema tekstu zadatka, manja

0d @,y , prsten je u ravnotezi na osi rotacije, pa je

Ny

N, =mg, odakle je m=—
g

Posto je, prema tekstu zadatka,

N, >N;=mg,

to je u drugom slucaju ravnoteza prstena uspostavljena izvan ose rotacije, pa je

a trazena ugaona brzina iznosi:

N, = mRaw?
vy [N _ [Nog ypred
mR | N; R s

9.93.RG. Covek mase m, = 60 kg stoji na dasci mase m, =
30 kg. Krajevi daske su vezani uzadima, kao na slici.
Odrediti silu, kojom covek treba da vuce u vertikalnom
pravcu kraj uzeta koji drzi, da bi centar mase sistema bio u
ravnotezi. Masu koturova i uzadi zanemariti. Pretpostaviti da
Covek stoji na takvom mestu da je moguce uspostaviti
ravnotezu sistema.

Resenje:  Da bi telo bilo u ravnotezi, moraju biti
jednaki nuli zbir svih sila i zbir svih momenata sila koji na
njega deluju (vidi jedna¢inu (U80). Momenti sila zavise od
polozaja njihovih napadnih tacaka. Tekstom zadatka ovi
polozaji nisu odredeni. Odavde se moze =zakljuditi da
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poslednja recenica u tekstu zadatka kazuje o
ispunje-nosti uslova da zbir momenata sila koje
deluju na posmatrana tela bude jednak nuli.

Prema postavci zadatka na tela u sistemu ne
deluju sile po horizontali. Ravnoteza tela se
ostvaruje kada se izjednaci zbir intenziteta sila koje
na njega deluju vertikalno naviSe sa zbirom
intenziteta sila koje na njega deluju vertikalno
nanize. Ako normalnu reakciju podloge, tj. silu ko-

jom daska deluje na Coveka oznacimo sa N, tada
¢ovek na dasku deluje, po Zakonu akcije i reakcije,
silom — N istog intenziteta, a suprotnog smera.
Ozna¢imo sile zatezanja u uzadima kao na
slici u reSenju. Posto je masa koturova zanemarljiva,
iz uslova ravnoteze nizeg kotura sledi da je T, = 2T,

pa se uslovi ravnoteze za ¢oveka i dasku mogu
napisati u obliku:

T+N=mg,
Eliminacijom N i T iz ovih jednadina,

moze se odrediti sila zatezanja u uzetu koje drzi
Covek, u ravnotezi, odnosno, trazena sila kojom
Covek treba da vuce uze, koja iznosi: >

T :%(ml+m2)g ~ 220N .

Napomena: Daju se i zadaci u kojima, pored
sile kojom Covek treba da vuce uze, treba odrediti i mesto na kome ¢ovek mora da stoji,
da bi sistem bio u ravnoteZi. Pri tome se u zadatku daju dimenzije daske. Za resenje
ovakvog zadatka treba iskoristiti i uslov ravnotezZe momenata sile.

10.93.RG. Na horizontalnom stolu lezi
telo mase M = 2 kg, a na njemu drugo,
manje telo, mase m = 1 kg. Tela su
" povezana neistegljivom niti, koja je
é } N prebacena preko kotura (vidi sliku). Mase
M F niti_i kotura su zaner_narljive. Odredit!

horizontalnu silu F, kojom treba delovati

» na donje telo da bi se ono udaljavalo od

kotura konstantnim ubrzanjem a=g/2.
Koeficijent trenja izmedu tela iznosi u =

0.5, a trenje izmedu donjeg tela i stola moze da se zanemari.
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Resenje: Posto je nit neistegljiva, ubrzanja oba tela su istog
intenziteta a, a suprotnog smera (vidi sliku u reSenju zadatka). Posto je masa kotura
zanemarljiva, intenzitet
sile zatezanja je jednak u

celoj niti. Na gornje telo y -
- . - - -y . N —> N
deUJu. sila zatezanja thI z N, 1
T, sila trenja F;, 7
normalna  reakcija  veze — UL R —3
N od donjeg tela i sila K== VYmg F
i = = | —
Zemljine teze mg , pa se T
Drugi Njutnov zakon za 4 /7 X
njegovo kretanje moze N YMg

napisati u obliku:
ma=T+F +N+mg,

a njegove projekcije na x i y osu u obliku:
—-ma=-T+F 0=N-mg. 1)
Posto je iz poslednje jednac¢ine N =mg, to je

F=uN=umg.

Na donje telo deluju: sila F, sila zatezanja niti T, sila trenja F,, normalna

reakcija veze od gornjeg tela N', normalna reakcija veze podloge Nl i sila Zemljine
teze M@, pa se Drugi Njutnov zakon za njegovo kretanje moze napisati u obliku:

Ma=F +T+F+N'+N, + Mg
Projekcija ove jednadine na X - osu ima oblik:
Ma=F-T-F. @)

Po Zakonu akcije i reakcije sile trenja, kao sile medusobnog delovanja, imaju isti
intenzitet, odnosno, F/=F, =umg. Ako se iskoristi uslov zadatka, da je a=g/2,

jednacine (1) i (2) mogu biti napisane u obliku:

m%:T—ymg, M%zF—T—ymg.
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Posle sabiranja poslednje dve jednacine, lako se moze odrediti traZena sila, koja
iznosi:

(m+M)g

E = +2,umg:1M+3mg=24.5N.
2

Napomena: Da trenje izmedu donjeg tela i podloge nije zanemarljivo, iz
projekceije jednacine (2) na y - osu, mogli bismo odrediti reakciju veze podloge N, a
time i silu trenja izmedu donjeg tela i podloge Fy =4N;, gde je g4 odgovarajucéi
koeficijent trenja. Pri tome je, po Zakonu akcije i reakcije N'=N =mg.

E ¢ F _
C 11.93.RP. Klin ABC, mase M, moze da
e > klizi po horizontalnoj podlozi bez trenja.
jg Po ovom klinu moze da klizi manji klin
G EFG mase m. Odrediti pomeranje veceg
b a klina kada manji sklizne iz poloZaja u
M kome se temena C i E poklapaju, kao na
slici, u polozaj u kome se temena B i G
A c B poklope. Duzine stranica klinova su a, b

i ¢, odnosno, e, fi g.

Resenje: U vertikalnom pravcu na sistem deluju spoljasnje sile, zbog kojih se
centar mase sistema spusta. Na sistem u pravcu podloge ne deluju spoljasnje sile, dok
unutra$nje sile (sile trenja, kao sile medusobnog delovanja klinova) ne mogu pomeriti
centar mase sistema.

Postavimo X - osu horizontalno, sa koordinatnim poc¢etkom u centru mase veceg
klina S; (vidi sliku u reSenju zadatka). Jednakost koordinata centra mase sistema pre i
posle posmatranog kretanja, prema jednacini (U58), moze se napisati u obliku:

M-0+mx, —Mx; +mx,
M +m M +m

odakle je
Mx{ = m(x; - X,),
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gde je x; horizontalno pomeranje veceg
klina ulevo. Horizontalno pomeranje
manjeg klina udesno, u odnosu na veéi
klin, jednako je promeni x - koordinate
centra mase S, manjeg Kklina (x5 —x, ).
Zbir ova dva pomeranja je jednak
ukupnom relativnom pomeranju klinova
c—g, odnosno:

’

X1+(X§_X2):C—9-

Iz poslednje dve jednacine lako
se moze odrediti trazeno pomeranje
veceg klina, koje iznosi:

L _
Xl_M+m(C g)-

Napomena 1. Treba primetiti da je na slici pretpostavljeno da su x - koordinate
centra mase manjeg klina pozitivne. U zavisnosti od odnosa veli¢ina klinova, nagibnog
ugla i homogenosti gustine klinova, neka od ovih veli¢ina moZe biti i negativna. Sve
navedene jednacine vaze i u tom slucaju.

Napomena 2. Zadatak je za nijansu tezi od originalne verzije. Naime, u
originalnoj verziji zadatka je re¢eno da manji klin po ve¢em klizi bez trenja. Zbog toga,
za reSavanje ove verzije zadatka, nije bilo neophodno poznavanje c¢injenice da
unutrasnje sile ne mogu pomeriti centar mase sistema.

12.93.RP. Pet kuglica jednakih precnika

rasporedeno je na horizontalnoj podlozi, kao

na slici. Masa belih kuglica iznosi m a crne

kuglice 2m. Rastojanje  kuglica je

M zanemarljivo u odnosu na njihov pre¢nik. U
kuglicu 5 ¢eono udara kuglica 6 brzinom v.

1 2 3 4 5 6 Objasniti kako ¢e se kretati pojedinacne

kuglice nakon sudara. Kuglice smatrati
apsolutno elasti¢nim.

Resenje:  Posle apsolutno elasticnog
sudara mirujuce kuglice mase m; i kuglice mase m;, koja se kre¢e brzinom v, prema
jednacini (U111), kuglice imaju brzine:
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i v, _MV, (1)

2m
Vl_ 2 =
I +My

m+m,

respektivno. Oc¢igledno, ako se sudaraju kuglice istih masa, tada je v; =v i v, =0,

odnosno, kuglica koja se kretala staje, a kuglica koja je stajala nastavlja da se krece
njenom brzinom.
Proces sudaranja u opisanom problemu odvija se na slede¢i nadin:
Posto su mase kuglica 6 i 5 iste, nakon sudara kuglica 6 se zaustavlja, kuglica 5
nastavlja da se krece brzinom v. Na isti na¢in, nakon sudara kuglica 5 i 4, kuglica 5 se
zaustavlja, a kuglica 4 nastavlja da se krece brzinom V.
Ako primenimo jednacine (1) na sudar kuglice 4 sa kuglicom 3, dvostruko veée
mase, mogu se odrediti njihove brzine posle sudara, koje iznose:
1 . 2
—=V | =V,
3 3
respektivno. Drugim re¢ima, prvom brzinom se krec¢e kuglica 4 (znak minus pokazuje
da se kuglica odbija unazad), a drugom brzinom se krece kuglica 3.
Istim rezonom kao u prva dva sudara, moze se zakljuciti da posle sudara kuglice
4 sa kuglicom 5 i kuglice 5 sa kuglicom 6, kuglice 4 i 5 ostaju da stoje, dok se kuglica 6

. . 1 . . y
krece brzinom §v u smeru suprotnom od smera njenog kretanja na pocetku.

Ako primenimo jednacine (1) na sudar kuglice 3 sa kuglicom 2, dvostruko manje
mase, mogu se odrediti njihove brzine posle sudara, koje iznose:

2 . 8
—V i -V,
9 9

respektivno. Drugim re¢ima, prvom brzinom se krec¢e kuglica 3, drugom kuglica 2, obe
u istom smeru (ulevo).
Nakon sudara kuglice 2 sa kuglicom 1, iste mase, kuglica 1 odlazi ulevo

. 8 . . . . .
brzinom §V, a kuglica 2 se zaustavlja. Na zaustavljenu kuglicu 2 ponovo nalece
kuglica 3, dvostruko vece mase. Istim rezonom kao za prvi sudar ovih kuglica, moze se

zakljugiti da kuglica 2 posle sudara odlazi u levo brzinom %v , & za njom kuglica 3
brzinom iv.

27
Prema tome, posle svih sudara, najve¢om brzinom %v se kre¢e kuglica 1 ulevo, za
njom se kre¢u kuglica 2, brzinom %v, i kuglica 3, brzinom 2—27v. Kuglice 4 i 5

. . . . 1
ostaju da stoje, dok se kuglica 6 kreée udesno brzinom §V .
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15.93.S. Jednake, glatke i homogene, plocice,

pravougaonog preseka i duzine L, slazu se jedna

[ na drugu, kao §to je pokazano na slici. Naci

| | maksimalno rastojanje D izmedu prve i n-te

| | plocice, pri kome je sistem jo§ uvek u stanju

I | ravnoteze, ako je svaka ploCica smaknuta u

odnosu na plocicu ispod sebe za istu duzinu.
Uzeti u obzir da vazi relacija:

2

1+2+3+...+n=

Resenje:  Razmotrimo uslov prevrtanja u slucaju
postojanja samo dve ploc¢ice. Pomerimo gorhju plo¢icu u odnosu na donju za | <L/2

(vidi sliku u reSenju). Posto su plocice homogene, mase delova plocice su srazmerne
njihovim duZinama, pa mase gornje plo¢ice levo i desno od tacke O iznose:

L-1
M9 [ —mg. P
| 1
l [ |
Tee-- I
—
Ako se gornja plocica zarotira za mali 0
ugao oko tacke O, u ravnotezni polozaj je
vraca razlika momenata sile Zemljine teze koji L

deluju na deo plocice levo i deo plocice desno
od tacke O, odnosno moment sile:

L__Im L__I_I_m I_—(L_| m
L g L 92 2 g

To znadi da je sistem u stanju stabilne ravnoteze za | < L/2. Priblizavanjem | veli¢ini

L/2 veli¢ina ovog momenta se smanjuje, da bi pri | = L/2 bio nula. Sistem u ovom
polozaju moZe ostati beskonacno, ali ako se gornja plocica izvede malo iz ravnoteze,
dolazi do prevrtanja. To zna¢i da je sistem u labilnoj ravnotezi. Ako je |>L/2,

moment sile Zemljine teze dovodi do prevrtanja gornje plocice.

Ako je vise plocica postavljeno jedna preko druge, do prevrtanja ne¢e do¢i ako
se centar mase svih plocica iznad najnize plocice nalazi iznad, ili na ivici, najnize
plocice. Ako X - osu postavimo horizontalno, sa pocetkom u sredini najnize plocice,
koordinate centara mase plocica iznad najniZze (ako ih numeriSemo pocevsi od prve
iznad najnize) iznose:

X =1, X, =2, X, =(n=DI.



82

Ako se iskoristi relacija data u tekstu zadatka, koordinata centra mase ovih
plo¢ica moze biti napisana u obliku:

m+m, +..+m,

X,

1
o =E(xl+x2+...+xn):

:ﬁ[l+2l+...+(n—l)l]: 1+2+..+n-1)=

| |
n-1 n-1 2
Do prevrtanja neée do¢i ako je X, <L/2, s tim da znaku jednakosti odgovara
kriti¢an polozaj labilne ravnoteze. Ako ovu nejednakost iskoristimo, moze se dobiti:

NS
IN
N

Prema tome, broj ploc€ica, koje se mogu sloziti na opisani nacin, iznosi:

L
n=—.
|

Naravno, ako L/I nije ceo broj, onda je n ceo deo od L/I, odnosno, najveci ceo broj

manji od vrednosti pomenutog izraza, ozna¢imo taj broj sa n’.
Maksimalno rastojanje izmedu prve i poslednje plocice, pri kome je sistem jo§
uvek u stanju ravnoteze, iznosi:
D=(n"-DI,

aako je L/l ceo broj, onda se moZe napisati u obliku:

D=(n-1l="=1
n

Napomena: Originalan tekst zadatka nije sasvim precizan, pa dozvoljava
moguénost razliitog smicanja pojedinih plo¢ica, §to znatno otezava reSavanje
problema. Originalno reSenje ipak ne obuhvata ovaj slucaj, ali ne diskutuje ni resenje u
funkciji celobrojnosti odnosa L/I .
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19.93.S. Metalni lan¢i¢ A, mase m, vezan za kraj
osovine centrifugalne masine, rotira konstantnom
ugaonom brzinom @, pri ¢emu nit na kojoj visi
zaklapa sa vertikalom ugao o = 45° (vidi sliku).
Zanemaruju¢i masu i istegljivost niti, odrediti
rastojanje izmedu centra mase lanca i vertikalne ose
oko koje lanac rotira.

Resenje: Na lanci¢ deluju sila Zemljine teze
mg i sila zatezanja niti T , pa se Drugi Njutnov zakon

za kretanje centra mase (CM) lanc¢i¢a moze napisati u
obliku:

mai=mg+T,

a njegove projekcije na x i y - ose ( vidi sliku u resenju) u obliku:

V2

max :TX :TT

V2

may:Ty—mg:?T—mg.

Posto se centar mase lancica ne krec¢e po
vertikali, to je a, =0, a posto kruzi oko ose

rotacije, ubrzanje u pravcu

centripetalno, odnosno:

pa se gornje jednacine mogu napisati u obliku:

V2

mre® =227
2

V2

0=—T-mg .

2

X - 0se je

Eliminacijom sile zatezanja iz poslednjih
jednaéina, moze se odrediti trazena udaljenost
centra mase od ose rotacije, koja iznosi:
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Napomena: O¢cigledno, traZeno rastojanje ne zavisi od mase lanéi¢a. Cesto se u
zadacima trazi i odredivanje sile zatezanja u niti, koja zavisi od ove mase. Ona se lako

odrecuje iz gornjih jednacina, i iznosi:

T=\/§mg.

494.0. Na horizontalnu povrSinu su
postavljena dva tela ¢ije su mase m; = 100
g i my=200 g. Trece telo, mase mz = 500
g, Visi na niti prebacenoj preko kotura
zanemarljive mase (vidi sliku). Tela su
medusobno povezana neistegljivom niti
zanemarljive mase. Koeficijent trenja
izmedu prvog tela i podloge iznosi gy =

0.5, a izmedu drugog tela i podloge iznosi g, = 0.4. Odrediti intenzitet ubrzanja

sistema i sile zatezanja u nitima.

Resenje: PoSto  je  nit
neistegljiva, sva tela se krecu
ubrzanjem istog intenziteta,
ozna¢imo ga sa a. Na prvo i drugo
telo deluju sile trenja ggmQg |
L,m,g , respektivno (vidi reSenje
zadatka 1.91.RG) i odgovarajuce
sile zatezanja niti (vidi sliku u
reSenju). Posto je po Zakonu akcije i
reakcije T, =T,, projekcije jed-
na¢ina za Drugi Njutnov zakon, na

pravce kretanja, mogu se, za sva tri
tela, napisati u obliku:

)

ma=T, — Mg,

ma=T, T, — Mg i

ma=myg—T,,

gdesu T, iT, sile zatezanja u nitima. Sabiranjem gornjih jednac¢ina moze se odrediti

ubrzanje tela:

a=

M3 — /My — oMy g= 454M

7
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Iz gornjih jednadina mogu se odrediti i sile zatezanja u nitima, koje iznose:

My (44 — #) + M3y +1) m,g ~ 0.94N

T, =m(@+49)= i

T,=mg(g-a)=

7.94.RG.Sistem od tri zup¢anika, ¢iji su polupre¢nici Ry =15 cm i
R, = R3=10 cm, ima osovine polupreénika r;= r,=5cm i rz=
8 cm (vidi sliku). Osovine drugog i treeg zupcanika su takode
nazubljene. Prenos sa prvog na tre¢i zupcanik se ostvaruje na
sledeé¢i nacin: zupci prvog zupcéanika pokrecu zupce na osovini
drugog zupc¢anika, a zupci na njegovom obodu pokre¢u zupce na
osovini treCeg zupCanika. Na osovinu prvog zupcanika je
namotano uze koje se vuce brzinom V =1 m/s, a na obod trefeg
zupcCanika je namotano uze na koje je obeSen teg. Izracunati brzinu
podizanja tega ako se zanemari veli¢ina zubaca zupéanika i
proklizavanje izmedu njih.

@

I1I II I

ReSenje: Linijska brzina tacaka po obodu osovine prvog zupéanika je jednaka
brzini vuéenja kanapa. Ugaona brzina rotacije prvog zup¢anika i linijske brzine tacaka
po njegovom obodu iznose:

Vv . VR,

wlrl 1= 0N r
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Posto nema proklizavanja, poslednja brzina je jednaka linijskoj brzini perifernih
tacaka osovine drugog zupCanika. Ugaona brzina rotacije ovog zupcanika i linijske

brzine ta¢aka po njegovom obodu iznose:

vV, VR
rn, nh
VR,R
V2 = 0)2 R2 = # .
nr

Na sli¢an nacin se moze odrediti i ugaona brzina rotacije tre¢eg zupéanika, koja iznosi:

_ Vo VRiR,

3 hhh

Linijska brzina tacaka po obodu treceg zupcanika, koja je istovremeno jednaka

trazenoj brzini podizanja tega, iznosi:

_WRiRRs g em

V, = xR
3T %" L S

9.94.RG. Odrediti gustinu planete ako je na njenom Ekvatoru
istezanje opruge dinamometra 10% manje nego na polovima i ako
dan na toj planeti traje T = 6 h. Zanemariti razliku izmedu

poluprecnika planete na polu i Ekvatoru.

Resenje: Posmatrajmo pojavu iz inercijalnog sistema. Na

telo obeseno na oprugu deluju gravitaciona sila Ifg i sila LY
elastiénosti opruge F, (vidi sliku), pa se Drugi Njutnov zakon =
za kretanje tela mase m moze napisati u obliku: = l g

ma=F,+F,. 1) F

x
Tela na Ekvatoru kruze po kruznici poluprecnika

jednakog polupre¢niku planete R, pa imaju centripetalno F

2 y e

ubrzanje R~ usmereno ka centru planete. Ako usmerimo X -
osu ka centru planete i ako iskoristimo Njutnov zakon

gravitacije, projekcija ove jednacine na X - osu moze se pisati u obliku:
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2
MRw? = mR[ZT—”j - yr;—'\z/' —Fy v

gde je M masa planete.
Telo, obeseno o dinamometar na polu, miruje, pa se projekcija jednacine (1) na
X - osu moze pisati u obliku:

mM
0:7?_Fe,pol'

Elasti¢na sila opruge je srazmerna po intenzitetu promeni duzine (istezanju)
opruge Al, pa se, posle izrazavanja elasti¢nih sila iz prethodnih jednac¢ina, moze pisati:

2
mM 2r
I:e,ekv = I(Alekv =7 R? - mR( T J

mM
Fe,pol = kAIpol = 7? )

gde je k krutost opruge. PoSto je odnos istezanja opruga, prema uslovu zadatka,
Alg, =0.9Al,,,, posle deljenja poslednje dve jednacine, moze se dobiti:

2
Al :1_R_3(2_7[J =0.9.
Al MUT

TraZena gustina planete, moze se odrediti iz poslednje jednaéine i iznosi:

V 4R’z 01y T m
10.94.RG. Homogen valjak, mase m; = 1 kg i
polupre¢nika R = 30 cm, moze slobodno da rotira
i oko horizontalne ose rotacione simetrije, zahvaljujuci

osovini koja je pri¢vr§¢ena na postolje mase m, = 2
kg (vidi sliku). Na cilindar je namotano neistegljivo
)a, uze, zategnuto silom F = 15 N, u horizontalnom
pravcu. Koeficijent trenja izmedu postolja i podloge
je u = 0.4. Odrediti ugaono ubrzanje cilindra i

ubrzanje uzeta, ako se mase uZeta i osovine mogu
zanemariti.
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Resenje: Na sistem cilindarpostolje deluju sila
F, sila trenja F,, sila Zemljine teze (m, +m,)g i
reakcija podloge N (vidi sliku u resenju), pa se Drugi
Njutnov zakon, za kretanje centra mase sistema, moze
napisati u obliku:

(M +my)a=F+F +(m+m,)3+N.

Projekcije ove jednadine na X i y 0SU mogu se
napisati u obliku:

(m+my)a=F-F O=—(m +m,)g+N.

Ako se zna da je F, =uN, iz poslednje dve jednacine lako se moze odrediti
ubrzanje celog sistema u odnosu na podlogu, koje iznosi:

-ug (1)

Cilindar rotira moment sile F, pa se Osnovni zakon dinamike rotacije za
cilindar moze napisati u obliku:

|a:%mlR2a= FR,

gde je o« ugaono ubrzanje cilindra, koje iznosi:

2F 20rad
a=——=——7.
mR 3 §?

Ubrzanje uzeta u odnosu na osu rotacije, odnosno u odnosu na postolje, jednako
je tangencijalnom ubrzanju perifernih ta¢aka diska, koje iznosi Rea . Ubrzanje uzeta u
odnosu na podlogu je jednako zbiru ubrzanja postolja i ubrzanja uzeta u odnosu na
postolje, pa je:
a, =a+Ra= F —yg+£z2.1m2.

Napomena: Originalno reSenje je pogresno, jer je pretpostavljen pogresan smer
sile trenja. U originalnom zadatku je data sila od 1 N, koja nije dovoljna za translatorno
pokretanje sistema kao celine.
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Iz jednacine (1) se vidi da je za translatorno pokretanje sistema (o >0)
neophodno da sila kojom se vuce konopac bude

F>u  g(m+my).

Ako to nije slucaj, valjak rotira oko nepokretne ose, odnosno, postolje ostaje
nepokretno. Ubrzanje uzeta je tada jednako tangencijalnom ubrzanju perifernih tacaka
diska Re , odnosno:

:Ezzmz.
my S

a'=Ra
Posto u originalnom tekstu zadatka nije zadovoljena navedena nejednakost, ovo
je ta¢no resenje originalnog zadatka u op$tim brojevima.

11.94.RP. U sistemu prikazanom na slici masa kuglice je n =
2 puta manja od mase $tapa, Cija je duzina | = 1.5 m. U
pocetnom trenutku se kuglica nalazila naspram donjeg kraja
Stapa. Posle koliko vremena ¢e se kuglica naéi naspram
gornjeg kraja S§tapa? Zanemariti mase koturova i niti,
istegljivost niti i trenja u sistemu.

Resenje:  Posto je masa koturova zanemarljiva, sila

zatezanja u niti 1 je dvostruko veca od sile zatezanja u niti 2,

~ koju ¢emo oznaditi sa T (vidi sliku

u reSenju zadatka). Posto na Stap i

kuglicu deluju stalne sile, oba tela

se krecu sa konstantnim

® ubrzanjem. Iz geometrije problema

je ocigledno da pri kretanju Stap

prelazi dvostruko duzi put od

kuglice. Iz jednadine (U26) moze se zakljuciti da je zbog

toga ubrzanje Stapa & dvostruko vec¢e od ubrzanja kuglice
a(a'=2a).

Na kuglicu deluju sila zatezanja niti 2T i sila

Zemljine teze mg. Ako pretpostavimo da je ubrzanje

kuglica usmereno navise, Drugi Njutnov zakon za njeno
kretanje moze se napisati u obliku:

ma=2T —mg .

Na $tap n puta vece mase deluju sila Zemljine teze
nmg i dvostruko manja sila zatezanja T . Ubrzanje 3tapa

ima suprotan smer od ubrzanja kuglice, pa se Drugi Njutnov
zakon za njegovo kretanje moze napisati u obliku:
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2nma=nmg —T.

Eliminacijom sile zatezanja, iz ove dve jednacine se moZe odrediti
ubrzanje kuglice:
_2n-1
el

Kuglica ¢e proci pored drugog kraja Stapa kada je zbir njenog predenog puta S i
predenog puta Stapa 2S, jednak duZini S$tapa, odnosno kada je 3s = |. Predeni put
kuglice, kao put kod ravnomerno ubrzanog kretanja, iznosi:

a2 =120-1 0
24n+1

= (240411 o sss,
32n-1g¢g

14.94.RG. Dva horizontalna diska slobodno rotiraju oko vertikalne
nepokretne ose koja prolazi kroz njihove centre. Momenti inercije
diskova u odnosu na osu rotacije su 11= 0,01 kgm2 i 1,= 0,02
kgm2, a ugaone brzine 1= 2 rad/s i ¢ = 1 rad/s. Gornji disk se
polako spusta i dotice donji. Zahvaljujuci trenju medu njima, posle
nekog vremena oni nastavljaju da rotiraju kao jedna celina. Odrediti
rad koji pri tom izvr$i sila trenja. Koeficijent trenja izmedu diskova
je O=06.

pa je trazeno vreme:

Resenje: Posto diskovi slobodno rotiraju, na
njih ne deluju spo-ljasnje sile, pa vazi Zakon odrzanja momenta impulsa celog sistema,
koji se moze napisati u obliku:

Loy + 1,0, = (13 + 1),

gde je 17 [Nugaona brzina spojenih diskova. Na diskovima, pojedina¢no, rad vrie sile
trenja, kao spoljasnje sile. Ukupan rad sila trenja je jednak zbiru radova nad oba diska.
Prema jednacini (U95) mozZe se pisati:

A=A +A, =AE +AE, =(E] - ) +(E; —Ey) =(E{ + E}) - (E; + E;)

gde su sa prim oznacene energije diskova posle, a bez prima pre spajanja.
Posto je promena visine diskova pri spajanju zanemarljiva, menja se samo
njihova kineti¢ka energija, pa se trazeni rad moze napisati u obliku:
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o 1 1 1
A=(Ejq +Ei2) —(Eq + Ek2)=5(|1+ I)e’ —(Ella’f +§|20’22j=

2
= @) 23073y

=
Y2201, +1,)

Napomena 1: Ocigledno, rad sile trenja ne zavisi od, u tekstu zadatka datog,

koeficijenta trenja.

Napomena 2: Po Zakonu akcije i reakcije, obe sile trenja, kao sile medusobnog
delovanja diskova, imaju isti intenzitet. Po$to su i putevi na kojima one deluju jednaki,
zbog istog intenziteta relativnih pomeranja, radovi ovih sila su takode jednaki.

18.94.S. Halejeva kometa kruzi oko Sunca po elipsi

v

u ¢ijoj se jednoj Zizi nalazi Sunce. Poslednji put je

/_ ;\ prosla pored Sunca (kroz perihel) 1986.g. Prilikom
c pretposlednjeg prolaska ove komete kroz perihel

a a 1910.g., izmereno je njeno rastojanje od Sunca, koje
K_/ je iznosilo 0.6 A.J. Odrediti najvecu udaljenost ko-

mete od Sunca. Parametri koji karakteriSu elipsu,

velika i mala poluosa (a i b) prikazani su na slici. 1
A.J. = 1 astronomska jedinica = veliina velike

poluose Zemljine orbite oko Sunca = 150-10%km).

Resenje: 1z teksta zadatka se
vidi da period obilaska komete oko

Sunca iznosi T =76god. a
udaljenost  perihela od Sunca
r, =0.6A.J Primenimo Ill Keplerov ~ Aden o €

zakon na kretanje komete i Zemlje.
Ako su a, i a velike poluose, a

T, i T periodi rotacije Zemlje i
komete oko Sunca, prema jednacini
(U121) moze se pisati:

2
a=ay3 (TLJ ~17.9A.J.

z

1z geometrijskih odnosa sa slike u resenju sledi:

%

® Ilepuxen
p

S

~—— [

ra=a+c fb=a-c,
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pa je trazena najveca udaljenost komete od Sunca (udaljenost u trenutku kada je kometa
u afelu):
rp, =2a—rp =35.2A0.

3.95.0. Na plafon lifta, mase M, okaden je teg, mase m,
pomocu neistegljive niti, zanemarljive mase, tako da je
rastojanje tega od poda lifta s (vidi sliku). Odrediti ubrzanje
lifta, ako se on kreée navise zbog delovanja sile F. Kolika su
ubrzanja lifta i tega odmah posle prekidanja niti na kojoj visi
teg? Posle koliko vremena, nakon pucanja niti, teg pada na
m pod lifta?

[« >
<

Resenje:  Drugi Njutnov zakon za kretanje sistema
liftteg, pre pucanja niti, moZe se napisati u obliku (vidi prvu
sliku u resenju):

(M +m)a=F —(M +m)g,

pa ubrzanje sistema tada iznosi:

M+m °° i
Posle pucanja niti, teg slobodno pada ubrzanjem
Zemljine teze § (u odnosu na zemlju). Drugi Njutnov Ta
zakon za kretanje lifta, posle pucanja niti, moze se
napisati u obliku (vidi drugu sliku u resenju): |
| >
Ma, = F — Mg, 3 mg
§
pa mu ubrzanje, u odnosu na zemlju, iznosi:
= F g
1 — —_— .
M -
b
Posto lift i teg imaju suprotno usmerena ubrzanja,
ubrzanje tega u odnosu na lift jednako je zbiru ubrzanja T;
tega i lifta u odnosu na zemlju, odnosno: !
g
y=a,+0= F ‘ |
2 =9 ="
M mg
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Ovim ubrzanjem teg prelazi put s do pada na pod lifta, za §ta mu je, prema
jednacini (U26), potrebno vreme:

t= 2s _ f2sM
a, F

4.95.0. U sistemu prikazanom na slici, teg
mase m = 150 g se nalazi na visinih =1.2m
od donjeg dela rama mase M = 1650 g.
Odrediti vreme posle koga ¢e se teg spustiti
na donji deo rama, ako su sva trenja, mase
koturova i niti, kao i istegljivost niti zanema-
rivi. Kada sistem miruje, teg dodiruje
vertikalni deo rama.

NSNS

_
///////////////////////% ReSenje:  Na sistem ram-teg kao

celinu u horizontalnom pravcu deluju samo

dve sile zatezanja niti T , kao spoljasnje sile
(vidi sliku u resenju), pa se Drugi Njutnov zakon za njegovo kretanje u pravcu X - ose
mozZe napisati u obliku:

(M +ma=2T. 1)

U vertikalnom pravcu na teg deluju sila zatezanja niti T' i sila Zemljine teze
mg . Posto je masa niti i koturova zanemarljiva, intenzitet sila zatezanja niti je isti u

celoj niti, odnosno, T'=T . Drugi Njutnov zakon, za kretanje tega u pravcu y - 0se,
moze se napisati u obliku:
ma, =T —mg .

Iz geometrijskih odnosa u sistemu je
o¢igledno da pomeranju sistema udesno,
odgovara dvostruko vece spustanje tega.
Drugim re¢ima, ubrzanje tega duz y - ose &

je dvostruko vece od ubrzanja sistema duz X -
0se a, odnosno, vazi odnos & =2a.
Eliminacijom sile zatezanja niti iz prve dve
jednaéine 1 koris¢enjem poslednjeg odnosa,
moze se odrediti ubrzanje kojim teg prelazi
ras-tojanje h, koje iznosi: S S S S S S S
__ 4mg
' (M +5m)’

é
Z
7
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Trazeno vreme ravnomerno ubrzanog spustanja tega, bez pocetne brzine, prema
jednacini (U26), iznosi:

t= (24 _ (MSMd g,
a 2m g

Napomena: U originalnom zadatku slika nije sasvim
precizno nacrtana. Teg nije priljubljen uz vertikalni deo rama,
a isto nije naglaseno ni u tekstu. Razmotricemo kakve bi
posledice po kretanje imala odmaknutost tega od rama. U
ovom slucaju, zbog ubrzanog kretanja sistema, nit o kojoj
visi teg nece stajati vertikalno (vidi prvu sliku uz napomenu).
Ugao pod kojim ¢e se nit postaviti je takav da komponenta
sile zatezanja u pravcu X - ose saopStava tegu ubrzanje
sistema duz te ose, odnosno, a;, =a, pa je po Drugom

Njutnovom zakonu:

T,=ma.

Istovremeno, ubrzanje tega duz Yy - ose zavisi od komponente sile zatezanja u
tom pravcu Ty isile Zemljine teze mg, pa je po Drugom

Njutnovom zakonu:

ma;, =mg —Ty.

Uz to je \

’ 12 12 . 2 2
T =T +T, i a =,a’+aj, . |

Kombinovanjem ovih jednaéina sa jednaéinom (1),
moze se odrediti ugao koji nit, na kojoj visi teg, zaklapa sa
vertikalom, i druge veli¢ine koje opisuju kretanje ovakvog
sistema. Naravno, i uslov pod kojim bi se teg priljubio uz vertikalni deo rama.

Ako je teg priljubljen uz vertikalni deo rama, reakcija veze rama N (vidi drugu
sliku uz napomenu) saopStava tegu ubrzanje a. Po$to su trenja zanemarljiva
( IEt = uN =~ 0), ova reakcija ne utiCe na kretanje tega duz Y - ose, pa vazi predstavljeno

reSenje zadatka.
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5.95.0. Po horizontalnoj ravni rotira mala lopta mase m, ugaonom
brzinom @ pri¢vr§éena za kraj gumenog creva. Odrediti radijus
kruznice po kojoj se lopta krece, kao i silu zatezanja creva, ako je
trenje izmedu lopte i podloge zanemarljivo. DuZina neistegnutog
creva iznosi ly. Sila zatezanja u crevu se uveéava proporcionalno
njegovom istezanju: sila f, uvecava duZinu creva za 1 cm. Masu
creva zanemariti.

Resenje:  Velicina f, ima smisao sile koja dovodi do
jediniénog istezanja creva, odnosno, f, =F/I, pa sila koja dovodi do istezanja creva za

l; iznosi F = fyl, . Po Zakonu akcije i reakcije, istezanje creva za |; proizvodi u crevu
silu zatezanja istog intenziteta. Ako se pri rotaciji crevo istegne za |;, polupre¢nik
kruznice po kojoj kruzi lopta iznosi R =1, +1; . Rotaciju kugle vrsi sila zatezanja creva,
kao centripetalna sila, pa je:

mro?® =m(ly +1, )o? = fol, .

Odavde se moze odrediti izduzenje creva, koje iznosi:

mlyw?
fy —ma?

Il_

TraZeni poluprecnik kruznice po kojoj se kre¢e kugla iznosi:

o f
0 — Mo
a sila zatezanja creva:
ml, fyo
fo —mao

Napomena 1: Nekim takmicarima je smetalo "mesanje" konkretnog izduzenja
od 1 cm sa opstim brojevima u tekstu zadatka. To ne bi smelo da dovede do zabune,
jer takmicari treba da prepoznaju iz teksta smisao veli¢ine fy. Medutim, treba voditi
raduna o jedinicama u gornjim izrazima, jer je fo ociglednou N/cm.

Napomena 2: U originalnom tekstu zadatka nije precizirano da kugla i crevo
rotiraju u istoj ravni. To je neke od takmiCara navelo na pomisao da kugla rotira u
horizontalnoj ravni tako $to crevo rotira zaklapajuéi odredeni ugao sa vertikalom.
Naravno, mogu¢ je i takav problem, ali bi za njegovo reSavanje bilo potrebno
poznavanje jo$ nekih veli¢ina, naprimer, upravo pomenutog ugla.
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6.95.RG. Posavsi iz mirovanja, automobil se po pravolinijskom
putu jedno vreme kreée konstantnim ubrzanjem od a; = 5 m/s2,
zatim se neko vreme kre¢e ravnomerno, a potom do zaustavljanja
konstantnim usporenjem od a, =5 m/s2. Poznato je da je ukupno
vreme kretanja t =25 s, kao i da je srednja brzina automobila v =
72 km/h.

a) Koliko se vremena automobil kretao ravnomerno?

b) Prikazati graficki zavisnost ubrzanja, brzine i predenog puta od
vremena.

Resenje: Ukupan put automobila moze se odrediti iz srednje
brzine:
S=Vt.

Ozna¢imo sa S;, S; i S3 delove puta na kojima se automobil krece ubrzano,
ravnomerno i usporeno, a sa t, t, i t3 odgovarajuca vremena. Sa a oznacimo
ubrzanje na prvom, odnosno usporenje na treem delu puta. Za ravnomerno ubrzano
kretanje na prvom delu puta, prema jedna¢inama (U26), moZe se pisati:

1 .
slzaatf i v=at,

gde je vy brzina na kraju prvog dela puta. To je i brzina ravnomernog kretanja na
drugom delu puta, koji iznosi:

Istovremeno je to i poéetna brzina ravnomerno usporenog kretanja na tre¢em delu puta.
Posto se telo na kraju zaustavlja, za ovaj deo puta se moZe pisati:



1

1z poslednje jednacine sledi

tb=t, ()

pa je:

t-t
t=—2. 2
— @

Ukupan predeni put automobila
iznosi:

S :VSI' t:Sl +SZ +S3 .

1 1
s= Eatl2 +at1t+5at12 —at?+att,

Eliminacijom t; dobija se
kvadratna jednacina
4y, t
3
¢ije samo pozitivno reSenje ima
fizicki smisao, pa trazeno vreme
ravnomernog kretanja iznosi:

2 =t? -

t2= t

A
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A

25 A

£

J
500 ~

400

300 ~

200 A

100 ~

t[s]

2 4vgt

a

=15s.

1z jednacina (1) i (2) mogu se odrediti i vremena trajanja ubrzanog i usporenog

kretanja, koja iznose:

Uvrstavanjem ovih vremena u odgovarajuce jednacine, mogu se dobiti velid¢ine

potrebne za crtanje trazenih grafika:

1 =62.5m,
vy =25 m/s,

S, =375 m,
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S3=62.5m.

Zavisnosti ubrzanja, brzine i predenog puta od vremena prikazane su graficima
na slici u reSenju zadatka. Zavisnosti predenog puta od vremena pri ubrzanom i
usporenom kretanju su oblika kvadratne funkcije, pa su na grafiku prikazane
kvalitativno.

9.95.RG. Plocica se udarcem pokrene uz strmu ravan nagibnog ugla
30°. Ustanovljeno je da je vreme kretanja navise 2 puta krace od
vremena za koje ploCica sklizne niz strmu ravan do pocetnog
polozaja. Odrediti koeficijent trenja izmedu ploc€ice i ravni.

Resenje: Na ploCicu deluju:  sila
Zemljine teze mg, normalna reakcija podloge
N isilatrenja F,, u toku oba kretanja - navise
i nanize (vidi slike u resenju), pa se Drugi
Njutnov zakon za njeno kretanje moze napisati
u, formalno, istom obliku:

ma=mg+F +N, (1)

za oba kretanja. Projekcija ove jednaéine na
pravac normalan na pravac kretanja takode je
ista u oba slucaja. Ako se ima u vidu jednacina
(U125), ona se moze napisati u obliku:

V3

O=——mg+N,
> g

pa sila trenja u oba slu¢aja iznosi:

J3
Fe=uN=—-pmg . )

Projekcija jednacine (1) na pravac kretanja, pri kretanju plocice navise (vidi prvu
sliku u reSenju), moze se napisati u obliku:

1
ma, :Emg—Ft

1z poslednje dve jednacine moze se odrediti ubrzanje plo¢ice pri kretanju navise,
koje iznosi:
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1
2] =75 g(1+3).

AKo je V,; pocetna brzina plocice, koja se zaustavi u najvi$oj tacki posle
vremena t;, prema jednacini (U24) moZe se pisati:

pa put, koji plo¢ica prede do zaustavljanja, prema jedna¢ini (U26), iznosi:

1 1 1

Projekcija jednacine (1) na pravac
kretanja, pri kretanju plocice nanize (vidi
drugu sliku u reSenju), moze se napisati u

obliku:
1
ma, :Emg -F.

Iz poslednje jednadine i jednaéine (2)
moze se odrediti ubrzanje plocice pri kretanju
navise, koje iznosi:

a2=§g(1—uﬁ>.

Posto je pocetna brzina plocice pri
spustanju nula i vreme spustanja plocice t,=2t; (prema uslovu zadatka), predeni put pri
spustanju iznosi:
1
S=52 t;=2a,t = 9(1—#\/5}12- (4)
Izjednacavanjem desnih strana jednacina (3) i (4), moze se dobiti:
(+4n/3)=A(0114/3)

pa trazeni koeficijent trenja iznosi:
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V3

Y3 0.35.
H=5

10.95.RG. Voze¢i drumom, motociklista ulazi u krivinu radijusa R
=200 m.

a) Odrediti maksimalnu brzinu kojom motociklista moze da prode
krivinu bez proklizavanja, ako je koeficijent trenja bo¢nog klizanja
izmedu podloge i tockova motora x =0.8.

b) Kolikom ¢e brzinom motociklista pro¢i kroz krivinu, ako "obori"
motor pod uglom od 60° prema drumu?

Resenje: Na sistem
motocikl-motociklista  deluju:
sila Zemljine teze mg , normalna

reakcija veze N i sila trenja lft (vidi sliku u

reSenju), pa se Drugi Njutnov zakon za njegovo J
kretanje moze napisati u obliku:

ma=mg+N+F.

Posto sistem kruzi u horizontalnoj ravni,
poseduje centripetalno ubrzanje u smeru X - ose.
Posto motor ne pada u krivini, ubrzanje u smeru y -
ose je nula. Stoga se projekcije prethodne jednacine
na X i y-osu mogu napisati u obliku:

mv
—=Fk @)
r
O=-mg+N. 2
Sila trenja iznosi:
Fo=uN=pmg,

gde je u' koeficijent stati¢kog trenja, koji je manji od koeficijenta trenja klizanja g,
ako ne dode do proklizavanja motora u krivini. Njegova vrednost se menja tako da sila
trenja zadovoljava jednac¢inu (1).

a) Motor prolazi kroz krivinu bez proklizavanja ako je centripetalna sila jednaka
sili trenja. Sto je brzina motora veca, veca je i centripetalna sila, odnosno sila trenja.
Naime, kao §to je reCeno u uvodnom delu, sila trenja moze da raste do odredene
maksimalne vrednosti, koju postiZe u trenutku proklizavanja, kada je:
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mv2

_maX:Iumg
r

Odavde se moze odrediti trazena maksimalna brzina, kojom motociklista moze proci
kroz krivinu bez proklizavanja, koja iznosi:

Vi =y ;,ng40%=144kTm .

b) Da bi motor proSao nagnut kroz krivinu, mora rezultanta sile trenja i normalne
reakcije podloge IEt +N biti usmerena ka tezistu sistema. Ako se iskoriste jednadine
(1) i (2) i geometrijski odnosi, prema jedna¢inama (U125) i (U126), sledi:

mv? 1 J3

—=FK==Q i mg:N:;Q.

Medusobnim deljenjem poslednjih jednacina, moze se dobiti trazena brzina motocikla,
koja iznosi:
v= |9 337 g KM
J3 s h

14.95.RP. Homogen valjak, polupre¢nika R, postavi
se u Zljeb, &iji je presek dat na slici. Valjak u
pocetnom trenutku rotira konstantnom ugaonom

brzinom aj, , oko horizontalne ose rotacione simetrije.

Odrediti posle kog vremena sila trenja zaustavlja
valjak, kao i broj obrtaja koje valjak nacini do
zaustavljanja, ako je Kkoeficijent trenja izmedu
omotaca valjka i zljeba & . Moment inercije valjka u

o2y

0 . . N . 1
60 odnosu na osu rotacione simetrije iznosi | = EmR2 .

Resenje: Na valjak deluju pored sile Zemljine

teze, sile trenja i sile normalne reakcije od strana

zljeba (vidi sliku u resenju). Posto se valjak ne krece translatorno, Drugi Njutnov zakon
za njegovo kretanje se moze napisati u obliku:

mQ+|ftl+lft2+Nl+N2=0,
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S obzirom na uglove izmedu sila i koordinatnih osa, projekcije ove jednacine na
X 1 Y- osu mogu se napisati u obliku (vidi jedna¢ine (U125) i (U126)):

N, N YBe oy
2 2 2 t1
J3ooo1

_mg+Ft2_7Nl_EFtl:0'

Ako se u poslednje dve jednacine uvrste sile trenja, koje iznose Fy =N, i
Fa =4 N;, mogu se lako dobiti normalne reakcije i odgovarajuée sile trenja, koje
iznose:

24/3mg 24/31mg
le—z, Fo =N, = AL
31+ %) 3L+ u

N _\/§mgl+\/§y E - N _\/§umgl+\/§,u
2= 2 ) t2 = MNp = 2
3L+ 1 3L+ u

Na rotaciju valjka uti¢u momenti sila
trenja, kojima zljeb deluje na valjak, pa se
Osnovni zakon dinamike rotacije za
njegovo kretanje moze napisati u obliku:

Mtl+Mt2 = Ié.

Na slici u reSenju su oznaceni
pretpostavljeni smerovi pocetne ugaone
brzine i ugaonog ubrzanja, i odgovarajuci
smerovi momenata sile trenja. Projekcija
poslednje jednacine na z - osu ima oblik:

My + My, = RFy +RF, =—la :—%mRza

Posle uvrstavanja izraza za sile trenja u poslednju jednacinu, moze se lako
odrediti ugaono ubrzanje valjka, koje iznosi:
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_ 9 2u(u+ V3)
R 1+4%
Posto valjak rotira ravnomerno usporeno (zbog znaka minus), do zaustavljanja
(L =0), traZzeno vreme rotacije valjka, prema jednaéini (U52), iznosi:

t_&_Ra)o 1+,u2

a g 2#(\/5 + #) '
Prema jednacini (U54), ugao rotacije valjka do zaustavljanja iznosi:

_a)_g_ng 1+ 42

a 4ng /u‘\/g +u ' '
pa traZeni broj obrtaja valjka do zaustavljanja, iznosi:

_0 _ Roj(+u®)
27 Bumg(3+u)

16.95.S. Na glatkoj horizontalnoj podlozi nalazi se
telo mase M, a na njemu se nalazi mala plo¢ica mase
R m (vidi sliku). Plocici se saopsti u horizontalnom
m v pravcu brzina v. Na koju ¢e se visinu, u odnosu na

M pocetni polozaj, popeti plocica posle odvajanja od tela

M? Sva trenja zanemariti.
s s

Resenje: Neposredno pre odvajanja od tela M

horizontalna komponenta brzine plocice Vv, i brzina

tela su jednake, posto su tela priljubljena jedno uz drugo (vidi slike u reSenju). Na

sistem telo-plocica ne deluju spoljasnje sile u pravcu x - ose (trenje izmedu veceg tela i

podloge zanemarljivo), pa komponente njihovih brzina u pravcu x - ose ostaju kon-

stantne i jednake v,. Kada plocica stigne u najvisu tacku, y - komponenta njene brzine

postaje nula, pa je ukupna brzina plocice jednaka V.

Posto na sistem ne deluju spoljasnje sile u pravcu X - ose vazi Zakon odrzanja

impulsa, za kretanje sistema u ovom pravcu. Primenjen na pocetno (1) i krajnje (3)
stanje sistema (vidi sliku u resenju), ovaj Zakon se moze napisati u obliku:

mv=(m+M),.
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1) 2) 3) m

- Vi

Vy 1

m h
vx >

m v Vx J Vi
i Mo M
i /1

Posto na sistem deluju samo konzervativne sile, vazi Zakon odrzanja energije,
koji se, primenjen na poc¢etno (1) i krajnje (3) stanje, moze pisati u obliku:

2 2 2
mv® _ mvy +mgh + Mv .
2 2 2

Eliminacijom krajnje brzine tela v, iz ovih jednadina, lako se moze odrediti
traZena visina, u odnosu na pocetni polozaj, do koje ¢e se plocica podicéi:

Mv?

h=———.
2g(M +m)

18.95.S. U zatvorenoj, homogenoj po duzini, epruveti, mase M i
duzine |, koja se nalazi na visini | iznad stola, nalazi se muva mase
m. U trenutku kad se epruveta pusti muva poleti sa dna epruvete ka
vrhu. Ako muva stigne do vrha epruvete u trenutku kad epruveta
dodirne sto, koliko se vremena kretala epruveta do udara o sto?

Resenje:  Usmerimo  x - osu vertikalno uvis, sa
koordinatnim po¢etkom na povr$ini stola (vidi sliku u X
reSenju). Posto je epruveta homogena po duzini, centar
mase joj se nalazi na sredini, pa se koordinate centra M
mase sistema epruveta-muva na pocetku i na kraju
posmatranog kretanja mogu napisati u obliku: m T

3 | Cc2 T
mh + = Ml ml+M —
_ 2 X 2 M

Xe1 = , 2 = m+M 777 0oL ~

m+M
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Posto, prema postavci zadatka, muva leti, znaci da se u njoj nalazi vazduh. Preko
njega se, zahvaljuju¢i silama otpora sredine, prenosi interakcija izmedu muve i
epurvete. Drugim re€ima, epurveta i muva Cine sistem koji kao celina slobodno pada.
Put koji prede centar mase sistema u toku padanja jednak je:

S=Xq — X, = M |
cl c2 I’TH-M.

Prema jednacini (U26), trazeno vreme kretanja epruvete, do udara u sto, iznosi:

2s 2MmI
t= |2 = | ——.

g V(m+M)g
19.95.S. Daska mase M polozena je
F na dva jednaka cilindra polupreénika
M — R i masa m (vidi sliku). U po&etnom
trenutku sistem miruje. Na dasku
<m> <m> po¢inje da deluje u horizontalnom
77 77 777 pravcu sila F. Naci ubrzanje daske i

veli¢ine sila trenja koje deluju izmedu

daske i cilindra i izmedu cilindra i

podloge. Rad sile trenja kotrljanja bez
klizanja je nula. Moment inercije cilindra oko ose rotacione
simetrije je mR%

Resenje:  Posto nema proklizavanja daske, brzina daske v je jednaka brzini
tacke cilindra koja dodiruje dasku. U svakom trenutku se moze smatrati da cilindar
rotira oko trenutne ose rotacije, tacke u kojoj cilindar dodiruje podlogu. Ugaona brzina
rotacije oko ove tacke ista je za centar
mase cilindra i tacku cilindra u kojoj
on dodiruje dasku, pa je:

—=-o Fu Fu —

> > > ~>

BOEEEASL
i

gde je v¢n brzina centra mase u
odnosu na podlogu, koja iznosi:

v
Vom =7

Na putu s sila F vrsi rad nad sistemom cilindri-daska. Posto je rad sila trenja
kotrljanja bez klizanja nula i poSto se potencijalna energija sistema ne menja, rad ove
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sile je, prema jednacini (U95), jednak promeni kineticke energije sistema. Posto je
sistem u pocetnom trenutku mirovao, ovaj rad je jednak kinetickoj energiji sistema
nakon predenog puta S, 0dnosno:

2
v
mR?| —m.
FS=MV2+Z(Iw2+ch2m]=MV2 ) (Rj +mvC2m

+
2 2 2 2 2 2

_w? omy2. = Mv? . mv? (M +m)? '
2 a2 2 2

Posto na nju deluju konstantne sile, daska se kre¢e ravnomerno ubrzano. Ako iz
poslednje jednacine izrazimo eksplicitno kvadrat brzine daske

E
vi=2 s
M +m
i uporedimo sa odgovaraju¢im izrazom za ravnomerno ubrazano kretanje, bez pocetne
brzine (v? = 2as ), moze se dobiti ubrzanje daske, koje iznosi:

Dasku ubrzava sila F, a usporavaju dve sile trenja Iftl, pa se Drugi Njutnov
zakon za kretanje daske moze pisati u obliku:

Ma=F —2F,.

Zamenom ubrzanja u ovu jednaéinu moze se odrediti trazena sila trenja izmedu daske i
cilindara, koja iznosi:

m
Fu=———F.
T 2(M +m)

Na svaki valjak deluju sila trenja Ift1 u smeru kretanja i Iftl u suprotnom smeru.
Posto je po Zakonu akcije i reakcije Fj = F;, Drugi Njutnov zakon, za kretanje centra
mase valjka, moze se napisati u obliku:

mag, =Fy—Fe

Isti odnos postoji izmedu ubrzanja centra mase cilindara i ubrzanja daske, kao
izmedu njihovih brzina, odnosno, a,, =a/2, pa se gornja jednacina, posle uvritavanja

ubrzanja daske, moze napisati u obliku:
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ma m F mF
May, =——=— =F,-Fpb=——-F,.
cm tl 2 2(M+m) 2

Odavde je ocigledno da je trazena sila trenja izmedu cilindra i podloge nula, odnosno:

FtZZO'

20.95.S. Dat je sistem, prikazan na slici. Mase
strmih ravni su M; = M, = M, a nagibni
uglovi po 45°. Sve povrSine su apsolutno
glatke. Telo, ¢ija je masa M, treba podiéi uz
pomo¢ strmih ravni tako $to se na strmu ravan
M; deluje horizontalnom silom F. Odrediti:
a) intenzitet i pravac ubrzanja strme ravni M,
b) intenzitet i pravac ubrzanja tela M,

¢) silu kojom nepokretna strma ravan M,
deluje na telo M.

Resenje:  Drugi Njutnov zakon za kretanje svih posmatranih tela moze se
napisati u vektorskom obliku:

Ma =N, + N, + Mg, )
gde su N; i Nj sile
medusobnog delovanja

izmedu telamasa M; i M, a
N, i Nj sile medusobnog
delovanja izmedu tela masa
M, i M (vidi prvu sliku u
resenju). Sile N;, N, i Ng
predstavljaju sile normalnih
reakcija podloge i zida na
odgovarajucéa tela.

Posto se telo M,
kre¢e  paralelno  podlozi,
projekcija jednacine (1) na
pravac kretanja, s obzirom na
jednaéinu (U124), ima oblik:
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V2

Telo M se pomera translatorno u pravcu kosine strme ravni mase M,, pa mu je
i ubrzanje usmereno u tom pravcu (vidi prvu sliku u resenju). Projekcija jednacine (2)
na ovaj pravac moze da se napise u obliku:
V2

Ma:Nl—TMg. (5)

Odnos ubrzanja strme ravni a; i ubrazanja tela a, jednak je odnosu predenog
puta s;, strme ravni mase My, i predenog puta S, tela M. Prema drugoj slici u resenju,
s obzirom na jednacinu (U124), moze se pisati:

V2
a:Tal. (6)
Posto je po Zakonu akcije i s,,”::\ """"""
reakcije N; =—N,, odnosno, N{=N,, US4

eliminacijom N; i Nj iz jednadina (4) i
(5), moze se dobiti:

V2 1

M,a+—Ma=F--Mg. 7
1 5 5 g (7

Iz sistema jednacina (6) i (7) mogu se odrediti dve traZzene veliCine,
a) ubrzanje strme ravni M;

_2F-Mg

LT 2M 4+ M

b) ubrzanje tela M
o Y2 2F -Mg
2 2M; +M

c) Telo mase M se ne krece u pravcu normalnom na kosinu strme ravni mase My, pa
se projekcija jednacine (2) na ovaj pravac moze pisati u obliku:
J2
2
Prema tome, traZeni intenzitet sile kojom strma ravan mase M, deluje na telo
mase M iznosi:
J2

N, =—Mg.
275 g

Napomena: Jednadina (3), koja se odnosi na strmu ravan M, nije potrebna za
odredivanje trazenih veliCina, ali je data radi kompletnosti i moguénosti resavanja
drugih varijanti zadatka.



